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Sommaire. 

Les formes usuelles de la carène a l'arrière troublent dune 
fa^on intense Ie champ des vitesses au droit du propulseur, 
surtout dans Ie cas des navires a hélice unique. Il en résulte : 

1) une modification du rendement propulsif; 
2) des vibrations dans la partie arrière de la coque; 
3) des vibrations de torsion dans la ligne d'arbres. 

Seul, Ie dernier aspect du problème est retenu dans la 
présente étude. 

Les vibrations de torsion sont provoquées, non seulement 
par Ie couple pulsatoire moteur de la machine a vapeur ou 
du moteur Diesel mais également par Ie couple pulsatoire 
resistant au propulseur. Les equations de mouvement de 
larbre sont posées et résolues et il est alors possible d'estimer 
dans des cas concrets, l'un relatif a une machine a vapeur. 
l'autre relatif a un moteur Diesel, l'importance des tensions 
de vibration dues aux couples harmoniques. On peut ainsi se 
rendre compte notamment de l'influence dune orientation 
judicieuse de l'hélice par rapport a l'arbre coudé de la 
machine. 

Il y a done intérêt, a plus dun litre, non seulement a étudier 
sur modèle lirrégularité du sillage au droit de l'hélice, mais 
également a faire ces investigations sur reel. 

I. INTERACTION DU PROPULSEUR 
ET DE LA CARENE. 

Autour d'un corps plongé dans un liquide non visqueux 
animé dune vitesse de translation constante se forme un 
écoulement potentiel et, Ie cas échéant, un écoulement ondu-
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latoire Des que le frottement intervient il apparalt au contact 
de la carène une couche, dite couche limite, dans laquelle, 
par glissement des plans successifs le liquide visqueux est 
arraché de la paroi, dans laquelle done le liquide passé de 
l'état de repos contre la paroi a la vitesse de l'écoulement 
potentiel a la sortie de la couche limite. L'épaisseur de la 
couche limite augmente de l'etrave vers l'etambot, done le 
gradient de vitesse suivant une normale a la direction de 
l'écoulement, qui determine l'importance du frottement local, 
dimmue de l'avant vers l'arrière. On peut admettre que 
lecoulement potentiel s'opère autour du corps forme par la 
carene et la couche limite 

Cette modification de l'écoulement uniforme v donne nais-
sance au sillage 

Si la carène est mue par un propulseur, la presence de 
celui-ci ne modifie en nen l'écoulement autour du corps 
immergé aussi longtemps que l'avance du propulseur due au 
pas se fait sans recul, autrement dit, aussi longtemps que le 
propulseur n'exerce pas de poussee sur le corps Dés l'instant 
cependant que le propulseur, par suite d'une impulsion com-
muniquee au liquide environnant. exerce une poussée sur le 
corps le regime des pressions et vitesses sur de grandes éten-
dues de liquide situees a l'avant du propulseur se trouve trou­
ble De cette modification nait la succion qui produit une 
augmentation de la resistance a l'avancement de la carene. 

Les deux champs de vitesses précités reagissent l'un sur 
l'autre. 

Reprenons le sillage L'écoulement potentie! montre a l'ar­
rière par suite de l'elargissement des filets liquides une 
reduction des vitesses ce qui relativement a l'écoulement 
uniforme v, correspond a un écoulement dingé vers l'avant. 
Revenant done a l'image du navire qui se déplace avec une 
Mtesse V dans un liquide au repos, nous constatons une per­
turbation de vitesse dingee vers l'avant ivP v 

De même le liquide reel, par suite de sa viscosite, sera 
anime d'une vitesse vers l'avant qui, au droit du propulseur, 
est DJ/V Cette vitesse decroit rapidement quand on s'eloigne 
de la carene et s'annule quand on quitte la couche limite 

Enfin, les vagues créées par le navire en marche provo-
quent des vitesses orbitaires qui, suivant la theorie de la 
houle trochoidale sent dans le sens de la marche du navire 
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au droit d u n e crête, en sens contraire au droit d u n creux • 
selon qu 'une crête ou un creux se t rouvent a l 'aplomb de 
l'hélice, la per turbat ion de vitesse wor >' est done positive ou 
negat ive . Cet te per turbat ion est faible vis-a-vis des deux 
autres , elle ne diminue pas vite quand on s 'écarte de la crête 

U'p V, u'I i' et ii'iir I' sont les trois composantes de la vitesse 
de sillage n>v. Le sillage total est la somme du sillage potentiel, 
du sillage de frottement et du sillage orbitaire • w z= ii'p - j -
WJ - j - Wor-

Le propulseur ne peut emprunter de l 'energie au sillage 
potentie], celui-ci naissant dans le liquide ideal, non visqueux. 
De l 'énergie peut ê t re reprise pa r le propulseur a l 'énergie 
cinétique contenue dans le liquide animé d'un mouvement 
vers l ' avant par suite du frottement, done au sillage de frotte­
ment. La possibijité existe également que le propulseur 
reprenne de l 'énergie au sillage orbitaire maïs celui-ci, comme 
nous l 'avons fait remarquer , est tres reduit 

Du fait de la succion la poussée T que l'hélice exerce sur 
le palier de butee devra être plus g rande que la resis tance W 
de la carène sans propulseur : 

T {I — t) ^ W 
oil t est le coefficient de succion. 

Si nous désignons, pour une vitesse determinée v du navire 
pa r : 

i'e la Vitesse relative de translation de l'hélice par rapport a 
l 'eau, 
C le couple sur l 'arbre d'hélice, 
Pa la puissance sur l 'arbre d'helice. 
Pu la puissance utile ou puissance de remorquage, 
^ih le rendement de l'hélice en eau libre ou rendement propre , 
N le nombre de tours pa r unite de temps, 
on peut écn re : i'e =: >' (1 — ii'j. 

T i'e T Ve 

'''' "^ ~ P ~ "" 2 - NC 
Maïs a l 'arrière du navire le rendement rj, est modifié du 

fait que l'hélice ne tourne pas dans un courant uniforme de 
Vitesse relat ive iv Comme nous ver rons plus loin le sillage TV 
est loin d 'etre uniforme sur le cercle d'hélice Eu égard a 
cette var ia t ion, il convient de multiplier le second membre 
de l 'égalité précédente par un coefficient /n ou rendement 
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d'adaptation (relative rotative efficiencv); done : 
T,'e 

2 - NC ''" 
Le rendement global de la propulsion ou rendement pro-

pulsit Up devient . 
_K_ __W^ (i — O T,'c _ ? — / 

'•'' ~Pa ~ 2 TT NC - (1— w) 2 TT NC ~ 7 ^ ^ . ''' '" 

Le rendement propulsif '',p est amsi le produit de trois 
facteurs : 

1" le rendement de l'hélice en eau libre r/i 
1 - t 

2" le rendement coque (hull-efficiencv) " 
J - t/' 

3" le rendement d'adaptation r^rr tres voisin de 1. 
On remarque qu'il est important d'etre renseigné sur les 

valeurs de w, l et r,n. 
Une comparaison des résultats obtenus au bassin d'essais 

sur le modèle de l'hélice en eau libre et sur le modèle du 
navire en remorquage et en autopropulsion permet de calcu-
ler ces coefficients. (24) (1). 

Pour les deux cas, essai en remorquage et en autopropul­
sion, la Vitesse est proportionnelle a la racme carrée des 
dimensions Iméaires. Toutefois en autopropulsion, comme 
seule la resistance résiduaire répond a la loi de similitude de 
Reech-Froude, on doit corriger pour l'effet d'echelle dans la 
resistance de frottement en soumettant le modèle a une pous-
sée de de compensation R^ : 

W'f 
«.. = IVt —; 

Wi et H''/ sont resp. les resistances de frottement cal-
culées du modèle et du navire. a le rapport des dimensions 
Iméaires du navire a celles du modèle. 

On s'apergoit que dans la methode envisagée les mesures 
de couple, poussée et nombre de tours sur le modèle en auto­
propulsion ont lieu au « self propulsion pomt of ship » et 
non, comme cela se pratique suivant une autre methode, au 
v< self propulsion point of model ». 

L'essai du modèle en remorquage donne une resistance Wo 

(1) Les chiffres entre parentheses se rapportent a la bibliographie. 
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L'essai du modèle en autopropulsion donne une poussée T 
pour un certain v et un certain A .̂ Il en résulte une constante 

r 
de poussée CT=^ — ^ . ^„ oü o désigne la masse spéci-

'j Lr N- ' 
fique de l 'eau, D le diamètre de l'hélice. 

Du diagramme de l'hélice en eau libre on déduit alors un 
recul reel f,i. Mais le recul apparen t est donné par l 'essai 

NH — \> 
sur modèle ŝ  = =-yj-—, H est le pas. De s,i et ss on déduit 

le sillage w qu 'on appelle encore sillage effectif parce qu'il 
est enregistré par l'hélice. 

Pour calculer ce sillage effectif, on aurai t pu également 
par t i r de la constante de couple. 

La poussée exercée pa r l'hélice T est équlibrée par la 
resistance du modèle Wo diminuée de la poussée de compen­
sation ƒ?„. Toutefois , eu égard a la succion i. l'effet de T se 
t rouve reduit a T (I — t). D o n e : 

r (l—t) = Wo — Ra 

^. . T-(Wo -Ra ) 
d OU : t = '—^ -

f — t 
O n en déduit le coefficient coque 

/ — IP 

D'au t re par t l 'essai du modèle en autopropulsion donne 

un rendement propulsif y;̂  = Pu/Pa qui. divisé par rji -. 

donne ' l e rendement d 'adapta t ion r,n . 
Pour passer du modèle au navire , tous ces coefficients 

sont sujcts a une correction d'échelle et de plus il y a l'in-
fluence de la rugosité. 

L 'é tude de la repart i t ion du sillage sur le cercle d'hélice 
reclame un apparei l lage spécial qui est tres bien décrit dans 
le t ravail de V a n Lammeren sur les coefficients de la p ro ­
pulsion Bi, ( et /,rr du Bolivar (25) . Si l'on se contente de la 
connaissance de la var ia t ion radiale — cela suffit pour la 
determination de l'hélice a pas var iable ajusté a cette va r i a ­
tion — on peut utiliser soit les b lade-wheels dont l'emploi 
fut introduit pa r Kempf-Hoffmann, soit l 'anneau a d y n a -
momètre mis au point au bassin de W a g e n i n g e n ( 2 4 ) . 

Les blade-wheels sont étalonnés en eau libre afin de déter -
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miner la relation entre le nombre de tours et la vitesse d 'en-
trée de l 'eau. lis permet tent alors, é tant montés derr ière le 
modele, d 'obtenir par l 'enregistrement du nombre de tours la 
Vitesse d 'entrée moyenne de l 'eau. Ces blade-wheels accu­
sent, en eau libre, pour le nombre de tours une loi de var ia ­
tion lineaire en fonction de la vitesse d 'entrée. du moins 
en-dega d 'une certaine vitesse limite. 

La methode développée par le bassin de W a g e n i n g e n con-
siste dans l'emploi d u n certain nombre d 'anneaux concen-
triques disposes t ransversa lement . L 'anneau est a t tache au 
moyen d'un support profile, qui pénètre par une ouver ture 
dans la coque, a un chariot qui se meut dans le sens longi­
tudinal du modèle et est relié a un dynamomètre . U n essai 
en eau libre permet d 'e ta lonner les anneaux. 

V a n Lammeren montre dans son étude sur le Bolivar que 
l'emploi des anneaux conduit a une meilleure integrat ion 
dans le cas d 'une repart i t ion assez irreguliere du sillage sur 
le pour tour . Pour la determinat ion du sillage moyen nominal, 
on intègre suivant le rayon. U n e integration qui fait mter -
venir le volume du liquide donne des résultats qui se r ap -
prochent le plus du sillage effectif dont il a été question 
plus haut et qui est enregistré par l'hélice elle-même : 

i'^ o ^ ['^ ^ 
w 2 TT r a r u' r ti r 

,1 Cl , ' r, 
H/,„ -_= --^j. = 

2- rtir 1/2 (R2-r,^) 
oü T» indique le sillage moyen au rayon i, r, ct R les rayons 
au moyeu et a la peripheric de l'hélice. 

D a n s ce qui precede on ne s in te res se qu 'a la composante 
axiale du sillage. V a n Lammeren approuve par ailleurs l 'em-
ploi des blade-wheels dans le cas des navi res a deux helices 
oü la var ia t ion du sillage sur le pour tour n 'est pas impor­
tante. 

Si l'on desire connai t re la var ia t ion du sillage sur le pour­
tour — et e e s t ce terrain que nous désirons explorer — il est 
indispensable d 'avoir recours a des mesures effectuées en un 
nombre considerable de points du cercle d'hélice. V a n Lam­
meren fait observer dans son étude (25) que les mesures 
furent faites en 32 points répart is sur un demi-cercle maïs 
qu'il eüt été souhaitable d e n faire plus Les tubes de Pitot 
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furent du type a bout sphénque (systeme Gebers) permet-
tant de determiner avec suffisamment d'exactitude les com-
posantes axiales des vitesses. 

Le partage du sillage iP en ses trois composantes ii';), ic/ 
et u'cr fut introduit par Horn et Helmbold. Helmbold, qui 
négligea le sillage orbitaire, eut l'idée origmale de séparer 
les deux composantes restantes du sillage en mesurant le 
sillage au moyen de blade-wheels, le modèle étant successi-
vement en marche avant et en marche arrière. Comme 
le sillage, mesure au droit de l'héhce, correspond en 
m£\rche arrière au seul sillage potentiel, la difference 
des deux mesures procure le sillage de frottement. Des 
objections ont été émises contre cette methode : la sup­
pression de n> / doit nécessairement affecter la valeur 
de Wp, car comme il a été signalé au début de cette 
étude, l'écoulement potentiel a lieu autour du corps formé 
par la carène et la couche limite. Helmbold proposa encore 
de mesurer derrière le modèle la pression statique et la pres­
sion totale au moyen de tubes de Pitot complets : on peut 
déduire de ces mesures et de la connaissance de la pression 
dans la zone non troublée de l'écoulement le sillage potentiel 
d'abord, le sillage total ensuite et enfin par difference le 
sillage de frottement, Ces résultats ne peuvent être fort pré­
cis, étant donné que l'on négligé le sillage orbitaire qui est 
peu accessible aux mesures. 

Les considerations qui precedent ne valent que pour le 
sillage nominal, soit le sillage non trouble par la presence 
du propulseur. 

Avant d'entamer l'étude du champ resultant de l'inter-
action des champs de vitesses navire et hélice. examinons 
avec Dickmann (4) le champ créé par l'hélice en eau libre. 

En accord avec la theorie moderne de l'hélice oii la poussée 
produite résulte de la formation de tourbillons autour de la 
surface de l'aile on fait les trois hypotheses suivantes : 
1) le propulseur a un nombre infmi d'ailes; 
2) On négligé la rotation de la lame cylindrique d'eau due a 

l'action du propulseur; 
3) l'hélice est faiblement chargée. 

Le propulseur exerce sur l'eau des efforts dT uniquement 
dinges suivant la direction de marche du navire. L'intégrale 
de ces efforts est la poussée T. L'élément de surface du pro-
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pulseur dans le cercle TTR- étant désigne par dF, l'accroisse-
ment de pression de l'avant vers l'arnère du propulseur 
V/) sera 

et l'accroissement moyen pour toute la surface de l'hélice : 
T 

D'après l'hypothèse 3', les coefficients de charge de l'hé­
lice, le coefficient de charge local ĉ  et le coefficient de 
charge moyen c o • 

\l> dT 

f^o = 

1/2 M'- ~ VQ'i'-dF 

A,,. T 

sont supposes avoir une valeur faible. 
SI on designe p a r - ^ la vitesse avec laquelle l'eau traverse le 

propulseur, la vitesse loin en arnère de l'hélice étant c, la 
« einfache strahlttheone » qui négligé la contraction enseigne 
que : 

c = V (— / + \' I + c j . 
Passons mamtenant a l'mteraction du navire et du pro­

pulseur • le champ du propulseur est influence par le navire, 
de même que le champ du navire est influence par la pre­
sence du propulseur 

Le sillage nominal en l'absence d'hélice, se modifie par la 
presence de l'hélice en un sillage effectif, variable sur le 
cercle d'hélice, et dont le sillage enregistré par l'hélice, dont 
nous avons parlé plus haut, est une moyenne. 

Exammons le changement qu'apporte la presence du navire 
au fonctionnement de l'hélice. 

En chaque point du cercle d'hehce agit non plus un cou­
rant de Vitesse v, maïs un courant de vitesse v (/ — »',) 
qu'il faut composer avec la vitesse circonférentielle pour 
obtenir la vitesse d'entree de l'eau dans l'aile d'hélice et l'angle 
d'attaque. Le sillage local ayant été determine en plusieurs 
endroits par essais sur modèle non pourvu de propulseur, on 
peut calculer en ces points la poussée dT. Van Lammeren a 
fait ces calculs pour le navire a une hélice Simon Bolivar, 
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La fig. 1 donne la repartition du sillage nominal sur Ie cercle 
d'hélice. Les calculs de Van Lammeren pour une aile et une 
hélice complete a quatre ailes ont été transportés par Dick­
mann sur une hélice a nombre infini d'ailes, présentant la 
même repartition de sillage, aussi bien radiale que périphé-

rique, et ayant même rayon et même poussée totale (4). Les 
résultats sont rassemblés fig. 2, qui indique la repartition 
réelle de la poussée sur Ie cercle d'hélice. On remarque que 
dans Ie voisinage du plan diametral la poussée locale atteint 
2, 4 fois la valeur moyenne de cette poussée. Dickmann 
observe que la valeur réelle de cette poussée locale est même 
plus grande si l'on substitue dans les calculs au sillage nomi­
nal Ie sillage effectif qui est difficilement mesurable, mais 
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J % 

dont on sait qu'au voisinage immédiat de la coque il est 
supérieur au sillage nominal. 

Les écarts sont encore plus grands entre Ie coefficient 
de charge local et Ie coefficient de charge moyen. 

Ap S 
Cs -- et Cs 

i/2,r-V7—II'- ' j •• — % o i ' - V 7 — i r „ , ; - F 

Alors que dans l'exemple cité la pointe de poussée locale 
atteint 2.4. Ie coefficient de charge local atteint 20 fois Ie 
coefficient de charge moyen qui vaut approximativement 1. 

Cherchons maintenant la relation qui relie Ie sillage a la 
succion. 

Il paraït logique de scinder la succion, tout comme Ie 
sillage. en succion potenticlle /;, . de frottement tf et orbi-
taire i or. 
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Prenons d'abord le cas simple dun sillage effectif uniforme, 

Fresenius par un raisonnement qui a ete critique demon-
tra que dans un liquide n'ayant pas de viscosite 

11',) — tp 

On admet assez facilement cette egalite quand on consi-
dère que la translation a vitesse constante dun corps com-
pletement immerge dans un liquide non visqueux ne reclame 
aucune energie I'energie enlevee par la succion doit done 
être egale a I'energie communiquee par le sillage Toutefois 
comme le rendement du propulseur n'est pas 1, mais d'après 

2 
la « strahltheorie » seulement ~; ;—;—- - ' il faut rem-

1 + 1/ 7 -r fs 
placer dans la relation energetique qui conduit a Wp = tp, 

2 
till'pai Wn , . ^ ^̂ ~, de sorte que la relation TV,, — l<^ 

'^ 1 ^ VI '^- c, ' 
devient, en tenant compte ainsi du coefficient de charge du 
propulseur 

Ip ^ Wp 

La grande influence qu'exerce la disparite du sillage der­
riere le propulseur — dispante qui est due en premier ordre 
au sillage de frottement — sur la charge de I'helice resulte 
clairement de la fig 2, de sorte qu'il faut eenre pour o,i 

T T 
1/2 p v^ ( 1 — u'i f F ^ l/2rj v^ ( 1 — w f F 

La dernière formule eependant convient generalement et 
donne une bonne approximation De même la Vitesse de I'eau 

- ^ traversant le propulseur est 

c 

Les formules precedentes auxquelles nous sommes arrivés 
par un raisonnement assez simple sont demontrees d'une 
fa(;on plus rigoureuse par Dickmann (3) qui fait usage pour 
I'etude du courant de sillage effectif (potentiel, de frottement 
et orb.taire) d'une methode assez compliquee de puits et de 
sources 

Dickmann mentionne encore que la succion de frottement 
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et la succion orbitaire peuvent etre negligees a 1 endioit 
qu occupe usuellement 1 helice Van Lammeren cite (25) que 
la rugosite du modele n exergant a egalite de Cl que fort 
peu d influence sur Ie coefficient de succion il est logique 
d admettre que l / est negligeable Weitbrecht cependant 
note {27) que des essais sur modeles lui ont donne des va-
leurs de li variant de 20 a 35 % de la succion totale et a 
juste titre d ailleurs recommande de faire des essais sur reel 

On a admis dans ce qui precede une repartition uniforme 
du sillage sur Ie cercle d helice Toutefois on constate que 
SI on applique la formule qui donne tp en fonction de n-p 
et de la charge dans Ie cas d un sillage uniforme on trouve 
des valeuis infeneures a celles que donnent des essais sur 
modeles 

L explication reside dans la disparite du sillage sur Ie 
cercle d helice Si nous continuous a faire 1 approximation 
/ = tp il suffira de calculer tT pai integration sur Ie cercle 
de 1 helice de 1 equation des quantites de mouvement pour 
obtenir la valeur de / 

OU approximativement c = v (/ — n») (— / -\-\ j \ ,. \ 

V 
avec c -- 5—~ pr-

1/2 „2 (i—w )2 
Des essais de Weitbrecht il ressort encore que pour un 

même sillage moyen les navires usuels ont un coefficient de 
succion plus grand que les corps de rotation equivalents 
!a disparite plus grande du sillage pour les navires se revele 
etre amsi a 1 origine de cette difference 

Van Lammeren a la suite de ses essais (24) constate que 
c est la variation penpherique du sillage qui est a Torigme 
des grandes valeurs de t vu qu en ecartant l'hehce de la 
carene la succion dimmue considerablement Des formes 
drriere qui etalent 'e sillage dans Ie sens penpherique donnent 
lieu a une succion reduite done a un meilleur rendement 
propulsif On ne peut cependant pas dire a prion comme Ie 
constate Van Lamneren qu il en resultera une amelioration 
de l'ensemb'c parc^ que la resistance a 1 avancement peut 
avoir subi UnC Diifjnentation par suite de la modification des 
formes 
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On comprend ainsi la tendance a remplacer dans certains 
cas a l'arrière du navire les couples en V par des couples 
en U. Récemment encore une amelioration des formes arrière, 
ayant Ie même objectif, fut proposée en Hollande par Roosa 
et Vrijlandt (21). Leur proposition, visant a obtenir l'effêt 
dit « Roovrij » consistent essentiellement dans l'aplatisse-
ment de la courbe du sillage, donna lieu toutefois a de nom-
breuses controverses. 

II. L 'EFFET 
DE L ' INTERACTION PROPULSEUR-CARENE 

SUR LES VIBRATIONS DE TORSION DE LA LIGNE 
D'ARBRES. 

Les architectes navals qui cherchaient a régulariser Ie 
sillage a l'arrière du navire, sur Ie pourtour du cercle d'hélice, 
soit en modifiant les formes, soit simplement en reculant Ie 
propulseur, visaient moins a combattre les vibrations qu'en-
tratne l'irrégularité du sillage qua obtenir un meilleur régime 
hydrodynamique. En atteignant cependant ce dernier objec­
tif ils supprimaient en même temps une source de vibrations. 

Dans plusieurs cas Ie but principal fut la suppression des 
vibrations. Kempf, qui modifia l'arrière du Normandie. en 
même temps qu'il apporta de nouvelles helices, mentionne (4) 
que la reduction des vibrations de la coque a l'arrière au 
quart de leur valeur primitive, fut due pour une grande part 
a l'amélioratiGn des formes. Kempf signale aussi que des 
mesures de sillage furent faites dans de nombreux cas afin 
d'obtenir, par une modification des formes, une plus grande 
uniformité dans Ie sillage conduisant simultanément a un 
meilleur rendement propulsif et a la suppression de vibra­
tions gênantes. 

Lewis entreprit également l'étude des vibrations produites 
a l'arrière de la coque par l'irrégularité du sillage. Il arrive 
a la conclusion que des vibrations importantes peuvent résul-
ter, d'une part des impulsions transmises par les ailes aux 
paliers de l'arbre d'hélice, d'autre part des impulsions de 
succion sur l'arrière de la coque (18). 

Seul Ie premier effet entre en ligne de compte dans Ie cas 
des vibrations de torsion de la ligne d'arbres. C'est de ce 
phénomène aue nous allons nous occuper plus en détail. 
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Il y a exactement un demi-siècle que Frahm étudia Ie pro-
blème dans Ie cas de l'attaque de l'hélice par machine a 
vapeur a piston (6). Sa methode est restée classique : il con-
sidère l'arbre, de rigidité connue, reliant deux masses con-
nues, m, et m^, la machine de propulsion et l'hélice. Le couple, 
variable mais périodique. est analyse en une série de Fourrier 
comprenant la valeur moyenne, produisant la rotation pure 
de l'arbre, et des harmoniques divers qui excitent des vibra­
tions de torsion : P, sin {pt -|- a,), P^ sin (2 pi -\- «.J, P , sin 
(3 pl + cc,) 

Les masses sont réduites, par des methodes sur lesquelles 
nous ne nous étendrons pas, au rayon de manivelle iv et la 
longueur réduite de l'arbre est /. Si G est le module de glisse-
ment du matériau, / le moment d'inertie polaire de l'arbre. 

Cl 
le coefficient de rigidité de celui-ci sera c = . 

/ • 

/, et /„ étant respectivement les moments d'inertie de la 
machine et du propulseur, 

&, et 0._> respectivement les amplitudes en radians de ces 
masses, 

k le coefficient d'amortissement de l'hélice, 
les equations de mouvement de ces deux masses .s'écrivent : 
I ;0i ' + f ff-), - (-)2 ) = P, sin (pt + m ) + P2 sin (2pt +02) + . . . . 

I2 02 + ^^'h ^^ ^ (&2 — (-1 ) =: " 
Frahm admet un couple d'amortissement a l'hélice propor-

tionnel a la vitesse angulaire et donne a k j r^ la valeur 

r Oü : 

Wm est la resistance moyenne de l'hélice, 
v,,, la vitesse circonférentielle, toutes deux réduites au 

rayon, 
r un coefficient compris entre 3,6 et 4. 
Une première constatation qui derive de la configuration 

des equations est que le mouvement des masses mj et m, est 
la superposition des mouvements vibratoires que cOmmuni-
quent a ces masses les couples sinusoïdauxP, sin {pi -)- «j), 
P^ sin (2 pi -\- a^)... pris isolement. Nous retrouverons cette 
régie dans le cas oü également du cóté du propulseur le 
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couple est pulsatoire. De plus, chaque couple d'excitation 
/ ' , sm {pi -|- Of,) communique aux masses m, et m̂  des vibra­
tions de pulsation p decalees par rapport au couple d'excita­
tion et decalees entre elles. 

Ne tenons pas compte de l'amortissement • la vibration 
est a un nceud dont les distances a la machine et au propul-
seur sont en raison inverse des moments d'inertie I^ et /j 

€t la pulsation naturelle de l'arbre est pc = \ / ^ —~—^—-

L'élastique pour cette vibration ou les amplitudes varient 
linéairement suivant la ligne d'arbres est celle de la fig. 3. 

Pour un nombre de tours de la machine tel que la pulsa­
tion d'un des couples harmoniques est egale a p l'amplitude 
de la vibration nest limitée que par l'importance de l'amor­
tissement. 

Frahm n'mtroduit dans les equations de mouvement des 
deux masses que Tamortissement dü a l'héhce. Celui-ci est 
important, maïs il faut tenir compte de l'hystérésis de l'arbre 
et de l'energie absorbee par les organes de la machine. Frahm, 
pour tenir compte de ces derniers effets, recommande de 
majorer /f d'environ 25 ^/r II paraït dailleurs mdique d'in-
troduire dans la première des equations Frahm un terme 
/f,(-)i'dü a l'amortissement dans la machine, Ie terme k/^i' 
de la seconde equation ayant rapport a l'héhce, Ie terme 
hysteresis etant départage entre /f, et /f̂ , Cela est surtout 
utile quand la machine est non plus une machine a vapeur 
maïs un moteur Diesel puissant oü /f, peut devenir plus 
important que kr 

La variation dans Ie tour du couple resistant de l'héhce 
peut également rendre necessaire l'mtroduction dans la 
seconde equation d'un couple périodique de frequence nN, 
oü n désigne Ie nombre d'ailes du propulseur. Ce couple 
periodique devrait figurer normalement dans Ie premier mem-
bre, vu que c'est un couple resistant. 

Pour plus de symétne dans Ie système des deux equations 
différentielles nous mettons dans Ie second membre les har­
moniques de frequences nN, 2nN. etc qui composent ce couple 
periodique en augmentant les phases de 77. 
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Le système d'équations différentielles devient ainsi : 
h Qï + h (di +<:(Ql —02 ) - Pi sin (pt+ a, )+P2 sin (2 pt+ ar) +... 
h ©2 +'^2 i-)2+c((-)2 —0, ; = Q; sin (qt r Ti, j , Q, sin (2 qt+^io ) + . -

Il était assez comprehensible qu'au temps de la machine 
a vapeur on attachat peu d'importance aux impulsions pério-
diques de l'hélice vu la faible amplitude en general de la 
vibration au propulseur : /, étant généralement inférieur a I^, 
le noeud est assez rapproché du propulseur. Le travail de ces 
impulsions ne peut done être bien considerable. De plus la 
variation du couple de la machine a vapeur est plus impor­
tante que celle du couple a l'hélice : dans le cas de la 
machine usuelle a triple détente le rapport du couple maxi­
mum au couple moyen varie de 1,1 a 1,5 et est assez souvent 
1,25. 

Du moment que la machine de propulsion devint le moteur 
Diesel, les conditions furent renversées. La fig. 4 montre 
l'élastique des vibrations de torsion a 1 et 2 noeuds, dans le 
cas du moteur situé au milieu, la fig. 5 l'élastique pour un 
moteur situé a l'arrière (5). Si nous prenons le cas usuel du 
moteur situé au milieu du navire, seules les vibrations a un 
ncEud peuvent rendre utile la prise en consideration des 
impulsions de l'hélice, vu que pour les vibrations a 2 noeuds, 
l'un de ces noeuds étant normalement a proximité du pro­
pulseur, les impulsions de l'hélice ne fournissent pas de tra­
vail. Les vibrations a un noeud toutefois ont une amplitude 
considerable a l'hélice vu la grande distance qui sépare dans 
ce cas le propulseur du noeud. Le travail des impulsions a 
l'hélice risque done de devenir important en comparaison du 
travail des impulsions au moteur. 

Le tableau qui suit donne le rapport du couple maximum 
au couple moyen pour des moteurs diesel a simple effet 
d'après des données de R. Sulzer (22). 

Nombrc de cyl. 

4 temps 

2 temps 

6 

2,6 

1.4 

8 

2,24 

1,10 

10 

1,75 

1.07 
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On est assez mal renseigné au sujet de la variation du 
couple a l'hélice. La disparité entre les résultats pour divers 
navires est tellement grande qu'on serait tenté de relever sur 
chaque modèle de navire dont on veut faire l'étude un dia­
gramme de repartition du sillage. Si nous passons en revue 
les renseignements qui ont été publiés, nous trouvons peu au 
sujet de la variation du couple, par contre assez bien de ren­
seignements au sujet de la variation de la poussée. En pre­
mière approximation nous pouvons admettre que la variation 
du couple est du même ordre de grandeur que celle de la 
poussée. Le tableau qui suit donne des résultats publiés : il 
indique. comme pour le couple au moteur, le rapport de la 
valeur maximum a la valeur moyenne soit pour le couple 
C max. T max. 

soit pour la poussée . 
C moy. T moy. 

Nani du navire 

President Hoover 
Empress ofAustralia 

Simon Boli\ar 

Nombre 
d'héllces 

2 
2 
2 
1 
1 
1 

Nombre 
d'alles 

4 
3 
4 
3 
4 
4 

Cmar. 

Cmoy. 

1,05 
1,033 

Tm... 
Tmoif. 

1,04 .M,045 
1,17 ) 
1,06 \ 
1,15 

Nom de l'auteur et Indice 
publication 

Muller (19) 
Lewis (17)' 
Bogen, voir Lewis (17) 
Graff (9) d'après mesu­
res Kcmpf (14) 
Van Lammeren (25i 

Les chiffres des trois premières lignes sont les résultats de 
mesures faites a bord de navires, les chiffres des trois der-
nières lignes des résultats de calculs a partir de mesures de 
sillage sur modèles faites au moyen de tubes de Pitot. Nous 
avons choisi, parmi les courbes publiées par Van Lammeren 
(25) donnant la variation de la poussée dans le tour celle a 
0,6R. ce rayon moyen pouvant être considéré comme carac-
téristique de l'ensemble de l'hélice. Le coefficient de charge 
défini par Wo — R'a j Wo — R.i, oii R'a représente la traction 
exercée sur le modèle, est pris égal a l'unité (self propulsion 
point of ship). 

Pour les navires a deux helices, il ne fallait pas s'attendre 
a de grandes perturbations, par contre on s'apergoit que pour 
les navires a une hélice la variation du couple resistant a 
l'hélice sera souvent du même ordre de grandeur que la varia-
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tion du couple moteur des Diesel lourds. Cet te var ia t ion a 
l'hélice étant analysée en série de Fourr ier avec comme pul­
sation fondamentale q. les deux equations de mouvement pour -
ront s 'écrire finalement : 

Il Si'+ki {-)i+c(('), - 02 ) - P , sin(pt+ a, ) + Po ^'i'(2'Pt (- «2 ) +••• 

h {-}2+h 02 + c (92 - 0 ; ) = Qt sin (qt f-,3; ) Q2 sin (2qt+^2 ) +••• 

Comme dans Ie cas des equations de Frahm, la phys iono-
mie de ces deux equations différentielles montre que Ie mou­
vement vibratoire est la superposition des mouvements v ibra-
toires que donnera ient a l 'arbre les harmoniques P; sin ( pt -\-
aj ) , P2 sin (2 pt + «2 )••• , Qi sin ( qt + ^1 ) , Q2 sin ( 2 qt + ^2 ) , -

Des harmoniques de l'hélice. l 'harmonique fondamental nN 
sera généralement important; l 'harmonique 2nN peut encore 
être appreciable. Kane et Goldrick (18) , dans leur étude sur 
l'influence de l'hélice sur les vibrat ions longitudinales de la 
ligne d 'arbre font remarquer que dans certains cas un ha r -
monique de poussée 2nN a été observe, mais que eet ha rmo-
nique ainsi que les harmoniques supérieurs sont peu impor­
tan t s en regie générale. Rabbeno (20) cependant fit des 
calculs de couples résistants en tenant compte de la dispari té 
du sillage et constata que Ie navi re a une hélice a trois ailes 
donne un harmonique 2nN appreciable. 

Eu égard a la superposit ion des effets, I 'étude des v ibra­
tions de torsion peut se faire en cons idérant séparément un 
harmonique du couple moteur mais combine avec un ha rmo­
nique du couple de l'hélice. Les equat ions de mouvement de -
viennent ainsi, p et q étant deux pulsat ions quelconques, et en 
choisissant convenablement l 'origine des temps : 

I, 0 i ' + ki9,'-\-c( H] — B2 j = P, sin pt 

I2 02' + h (-h +c(f>2—9,) = Q, sin ( qt + '1' ; 

OU encore, en divisant par c et en posant : 

c - c 

A - D 9L^E 
^ c c 

Jl ®',' + Ki&l' + 0 ; 

J2@2 + K2&2 + « 2 

K.^h. K,--^ 

- 0 2 = D sin p t 

• 0 ; —E sin (qt + $ ) 
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La resolution de ces equations pour laquelle nous ren-
voyons a l 'annexe conduit a : 

+ 

+ 

+ 

Fph + HK, '-
P 

].Gq -\-K, I 

TT 

- / , H/) + K, F-h — 
P 

co.\ 

COi 

sin 

E 

pt 

('V + 

P' 

sin(qt 

>IJ 

v̂ 

B2 ^ — — cos p t 
p 

_ - ^ cos(qt+'V) 

H . 
4 - — Sin V t 

P 

+ — sin (qt + H') 
'1 

F, C, H, I é tant des fonctions linéaires simples de D et E, 
'I un nouveau déphasage . 

U n e simplification s ' introduit dans les formules si on rem-
/ / 

place — -I par p,- . 

/ , / . 
O n voit que les effets des deux couples harmoniques se 

superposent . 

En general Ie couple de vibrat ion ne sera pas harmonique 
et ne pourra être représenté pa r un vecteur : 
c(Oi-e2) = c cos p t (pFh + HK2 ) + c cos (qt + 'I') (qGj2 + IK2 ) 

-+- f sin p t (- pHj2 + FK2 ) + c sin (qt + >l "j (- ql]2 + K. G - E). 

Si les frequences des couples harmoniques ne se r app ro -
chent pas t rop de la frequence naturelle on peut. comme on 
sait. calculer la vibrat ion excitée en négl igeant l 'amortisse-
ment. 

Pour un amort issement nul on a : 
Ki = K., = o, done F = C = o. 
De plus igM = o, done M = o et '1 — <l'. 
b = p,^ 

D 
H 

}J,p(pr 

J2 q ( pr — q- ) 
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Done finalement . 

// (Pc^-P^ ) Jl (pr -q- ) 
L'evaluation de l'amortissement ne peut se faire qu'avec 

une large approximation. Frahm, Holzer, Bauer, Ker-Wilson. 
Dorey, Shannon, Bara et d'autres lont exprimé sous une 
forme commode pour les applications 

Nous avons déja parle de la machine a vapeur ou l'amor­
tissement est normalement peu important en comparaison de 
celui fourni par l'helice II est appreciable pour un moteur 
Diesel • SI on expnme par /fv, l'effort d'amortissement tan-
gentiel au rayon de manivelle TO, rapporte a l'unite de surface 
du cylindre, par v, la vitesse instantanee de vibration au 
même rayon /<i, on peut prendre dans la zone des amplitudes 
faibles et moyennes k = 0,004 kg sec/cm' pour un moteur 
a quatre temps simple effet k — 0,007 kg sec/cm pour le 
moteur a deux temps double effet Dorey (5) donne une 
methode fort originale oü il tient compte, dans le calcul des 
vibrations a un ncEud, de l'amplitude des vibrations a la 
machine connaissant k' 3 l'helice, il deduit du rapport des 
amplitudes la valeur de /f, 

Pour l'amortissement a l'helice Dorey propose le coeffi­
cient 

28,6 NC, 
k. = 

oü C, est le couple regulier a l'helice pour un nombre de 
tours par minute A ,̂, A' étant le nombre de tours auquel on 
fait le calcul des vibrations 

L'introduction des coefficients précités dans les equations 
de mouvement permet la resolution de ces equations. Des 
lesultats trouvés on ne pourra tirer que des conclusions pru-
dentes vu qu'on peut difficilement admettre qu'aux grandes 
amplitudes, a l'héhce aussi bien qu'au moteur. les coefficients 
/f, et kz restent constants. La methode est cependant suffi-
samment precise pour la présente étude, qui envisage l'effet 
du couple variable a l'héhce sur les vibrations On peut 
d'ailleurs verifier la grandeur des amplitudes trouvees pour 
le cas de resonance en égalant pour un tour le travail du 
couple moteur au travail d'amortissement Les equations 
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de mouvement et leur resolution montrant la superposit ion 
des effets des harmoniques au moteur et a l'helice, on pour ra 
calculer séparément les vibrat ions excitées pa r ces couples. 

O n obtient ainsi pour la vibration due a l 'harmonique au 
moteur . 

Dcpc 77 I 0 , ]„,„^ — kl p - 77 0 ? + ho P^ 77 &l 
^ I ' " '"-^ ' ' i Ulhxx - '^i 2 max 

d'oü l 'amplitude maximum de la vibrat ion due au couple 
D c sin pi : 

I '̂ L = ̂ F^feFI 
La vibrat ion due a l 'harmonique a l'hélice se calcule a par-

tir de : 
EC Pc 77 I 09 iii.n ^ i'T p- 77 0 ? + t / o- 77 3 7 

^ I - ' " " ^ " ^ c 2 max ^ c I tntix 

d'oü la vibrat ion due au couple E c sin {qt - ( - $ ) . 
E 

O n prend : 
I ^2 I wnx Ij_ 

I ÖJ I m,7Y h 

Cet te approximation, qui place Ie nceud en un point fixe 
de la ligne d 'arbres , est grossière • plus exactement, l 'amor-
tissement donne lieu a une zone d 'ampli tudes minima 

Prenons successivement deux cas concrets de vibrat ions a 
un ncEud, la machine é tant située au milieu du navi re . Les 
unites sont Ie kilogramme. Ie centimetre et la seconde. 

Les calculs sont faits pour la résonnance p =^ q ^ pi, qui 
pa r exemple aura lieu au nombre de tours oü l 'harmonique 
du troisièmc ordre aura la pulsation p, , Ie nombre d'ailes de 
l'helice étant de trois, 

Le premier cas est relatif a une machine a vapeur a piston 
de 2 000 C V . ind. ou 1.700 C V . a l'hélice T o u r s par minute : 
A ,̂ = 80. D e plus • 

/ , = 45 X 10* / . = 135 X I O ' 
c = 18 X 10" P. = 23,1 
Resonance a N ~ 73,5 t . /m . 
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Calcul de /f, et /f., : 
Couple moteur a 80 t . /m. : C, = 152 >< 10' . 

2 8 , 6 X A ^ X C , 
done : /f., = = 499 X 1 0 \ 

Prenons pour l 'amortissement a la machine /f, = 70 X 10^. 
Les coefficients des equations fondamentales seront : 

; , == 25 X 10-" h = 75 X iO--* 

AT, = 39 X /O-^ K2 = 277 x W-* 

Les equations donnen t avee : 

t^ M ~ —0,27 
c(@t - fy^2) == 8,35 c D cos p t — 0,33 cD sin pt 
— 2,90 c E cos (qt + T j — 1,12 c E sin (qt +- 'l'j 

OU encore, en introduisant les angles de phase 7, et y., : 
c ( 0 , — 0 . , ) =̂  8,36 cD sin {pi + y,) -f- 3,11 c £ sin (qt + 7.,). 

75,5 
Le couple moteur moyen a 73,5 t . / m . est (—^-?r)^C^ — 

0 1 / 

1,290.000. 

P renons comme couple harmonique moteur du troisième 
ordre 15 % de ce couple moyen et comme couple harmonique 
a l'hélice du troisième ordre également 15 % de ce couple : 

cD = 194.000. 
c £ = 194.000. 

Le couple de vibrat ion devient : 
c(0i—(=),) = 1.620.000 sin (pl-^y,) + 60.300 sin (ql + 7 , ) . 

Si les deux sinusoïdes, de même pulsation, sont en phase : 
c ( e , — 0 , ) = 2.223.000 sin {pi + 7 , ) . 

Si elles sont en opposition : 
c (0 ,—0, , ) = 1.017.000 sin (pt + 7 , ) . 

Le rappor t des couples de vibrat ion done des tensions de 
vibrat ion pour ces deux cas extremes est de 2.18 et le rapport 
de la tension de vibrat ion, hélice bien orientée, a la tension 
moyenne dans l 'arbre est 0,79. 

Pour une vitesse ne se rapprochan t pas trop de la reso­
nance : 

c ( 0 , — 0 . ) = 194.000 - - ^ , ^ ^ 
J^ (Pt' P') 

- 194.000 X 0,33-7 ^^ '^"^ 
y, iP.'-T) 
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Si les deux sinusoïdes. de même pulsation, sont en phase : 
sin pi 

c(0j—0,) = 258.000 

Si elles sont en opposition : 
sin pi 

c(e,—&,) = 130.000 
y, (Pr—p') 

Le rapport des tensions, en phase et en opposition, devient 
1,99. 

Appliquons aussi la methode de l'égalité des travaux. 
L'égalité du travail du couple moteur et du travail d'amor-

tissement donne : 
i©,!„„, = 6,21 D. 

©2i",„.v 
Du rapport = 0,33, on déduit S.^\ „^x ~ 2,08 D 

\^\ lllilX 

et I®,—©,1 „u,x -= 8,29 D. 
L'égalité du travail du couple harmonique a l'hélice et du 

travail d'amortissement donne: '0./,„,,v = 0,69 £, 
puis : 0, „„„ = 2,07 E 
et 0,—0,1,„„^ = 2.76 E. 

Prenons maintenant le cas d'un moteur Diesel de 1.600 CV 
eff. 6 cylindres 4 temps simple effet. Tours par minute : Â i 
= 100, alésage d = 70; )„ = 60. 

De plus : /, = 115 X 10' /., = 40 X 10' 
c = 1 6 X 1 0 " p,. = 23,2. 

Resonance a 74 t./m. 
Couple moteur a 100 t./m. C, = 1.145 X 10'. 

28,6 X A ' X Q 
k, = = 242 X 10'. 

Prenons ki = k^ = 242 X 10\ 
Les coefficients des equations fondamentales seront : 
J, =72 X 10^" /., = 25 X 10-* 
X, = K, = 151 X lO--. 
Les equations donnent avec IgM — — 0,12. 

c (0, — 02) = — 1,20 cD cos pt — 0,18 cD sin pi — 3,50 
cE cos (ql + >!) — 0.51 cE sin {ql + M) 
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OU encore en introduisant les angles de phase y, et -/_, 
c(0,—0,) = 1,21 cD sin (pz + y j + 3,54 cE sm {q'l + y,) 

Le couple moteur moyen a 74 t /m. est 0,74^ C, = 630 000 
On obtient approximativement le couple harmonique moteur 

du troisième ordre en prenant 6 fois le couple donne par un 
cylmdre En adoptant comme pression tangentielle du troi-
sième ordre 1 4 kg par cm-

70-
c D = 1 4 X 6 X 7 r X X 60 = 1 940.000. 

4 
On prend a l'helice de nouveau 15 % du couple moyen : 
cE = 95 000 
Le couple de vibration sera ainsi 

c ( 0 , — 0 J = 2 350 000 sin (pt + y,) + 336.000 sin {qt + y,). 
Si les deux sinusoides, de même pulsation, sont en phase 

c ( 0 , — 0 j = 2 686 000 sin {pt + y,) 
Si elles sont en opposition • 

c ( 0 i — 0 j = 2 014 000 sin (pt + y j 
Le rapport des tensions de vibration pour ces deux cas est 

1,33 et le rapport de la tension de vibration, helice bien onen-
tee a la tension moyenne dans l'arbre 3,2 Pour une vitesse 
ne se rapprochant pas trop de la resonnance 

sin pt 
c(0,—0,) = 1 940 000 

y, {P.'—P') 
sin (ql + $) 

— 95 000 X 2,87 ' 
JAPc'~q') 

Si les deux sinusoides de même puissance sont en phase : 
sm pt 

c(0,—0,) = 2 212 000 

/, (pr—pn 
Si elles sont en opposition 

sin pi 
c(0,—0.) = L668 000 

/ , (P,=—P=) 
Le rapport des tensions, en phase et en opposition, est de 

1,32. 
Appliquons la methode de l'egalite des travaux. 



I V CONGRES INTERNATIONAL DE LA MER 52J 

L'égalité du travail du couple moteur et du travail d'amor-
tissement donne : 

'e,i„,, = 0,31 D. 
î -̂ 2 max 

Du rapport ~ 2,88. on déduit ,&.^\,„ax = 0,89 D 
' 0 i 
1 ^ t mux 

et l@~®,\„..^ = 1.20 D. 
L'égalité du travail du couple harmonique a l'hélice et du 

travail d'amortissement donne : Q^lmtix = 2,55 E 
puis : \@,\„„x = 0,89 £ 
e t : j0i—©,!,„.;, = 3,44 E. 

La concordance entre les deux methodes d'analyse est suf' 
fisante si l'on tient compte du déphasage considerable pro-
voqué par l'amortissement. 

La fonction c(0,—O.^) = f{t) comprend les harmoniques 
de machine et d'hélice. 

En régie générale, ceux de la machine sont affectés d'un 
coefficient d'amplification plus grand que ceux de l'hélice 
dans Ie cas de la machine a vapeur, l'inverse a lieu dans Ie 
cas du moteur Diesel. La position du nceud de vibration est 
prépondérante. 

Nous n'avons pas traite Ie cas de la machine située a 
i'arrière du navire (fig. 5). 

La vibration a un noeud, ainsi que la vibration a deux 
noeuds, ont alors une amplitude appreciable a l'hélice. Dans 
ce cas également les harmoniques de l'hélice fournissant du 
travail, ont de l'importance. 

Lors de l'étude des vibrations, on établit un diagramme 
vectoriel permettant notamment de s'assurer si Ie calage des 
manivelles et la succession des injections sont judicieusement 
choisis. Cette étude pourra inclure utilement Ie choix de 
l'orientation de l'hélice qui régie la phase de ses harmo­
niques. La forme de c(0,—B.^) = ƒ(() montre d'ailleurs que 
par un choix convenable de y, et y., done de <ï>, il sera toujours 
possible, a la vitesse dangereuse, de mettre deux harmoniques 
importants en opposition. 

L'intensité des harmoniques de l'hélice, d'aprés tout ce que 
nous avons vu, est fonction des formes de I'arrière. Malheu-
reusement il n'existe pas de documentation étendue a ce 
sujet et même les essais qu'il est d'usage de faire sur Ie modèle 
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d u n navire en projet au bassin de carènes ne fournissent pas 
de renseignements sur ce point. 

Il est vra i que dans de nombreu.x cas, comme ceux des 
navires a nombre pair d'hélices, les harmoniques d'hélices 
sen t peu appréciables. D a n s Ie cas du navire a une hélice 
cependant , la g rande irrégulari té du sillage a l 'arrière qui a 
é t é consta tée pa r des essais sur modèles est de na ture a p rovo-
quer des impulsions importantes sur l 'arbre. Cet te irrégulari té 
se maintient-elle toutefois sur Ie navi re en vra ie g randeur ? 
Kempf, par ses essais sur Ie T a n n e n b e r g (15) , oü des mesures 
de sillage furent entreprises en g randeur réelle, conclut a l 'ab-
sence d'effet d'échelle. Ce navire étant a deux helices, l ' irrégu-
larité ne fut pas bien grande . Peut-on é tendre les conclusions 
de Kempf au navire a une hélice ? Il est évident qu'il y a la un 
terrain d ' investigation oü la mise en parallèle entre des essais 
sur modèles et des essais sur reel sera féconde en rensei­
gnements . 

Je remercie mon collègue M . Dingens, Professeur a la 
Facul té des Sciences de l 'Universi té de Gand , de m'avoir 
assisté dans la resolution des equations différentielles reprises 
a l 'annexe de la présente étude. 
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ANNEXE. 

Methode de resolution des equations différentielles : 

Ji®," + Ki®,' + ®j—®2 = D sin pt (1) 
Ja®^" + K,0,- + ©2—®, = F, sin (qt + *) (2) 

De (2) on déduit sucessivement: 

©1 = l2®2"" + ^2®z + ©2 — E sin (qt + * ) (2 ' ) 
0 / = J202"" + Kj®^"" + ©2" — Eq cos (qt + * ) 
©1" = ]2®2^^ + K2©/" +©2" + Eq2 sin (qt + *) 

Substituons dans (1) : 

Il [L©.'^ + K^©./"" + ©;• + Eq^ sin (qt + * ) ] 
-̂  Ki Ij^®.;"" + K.,©/" + ©; — Eq cos (qt + * ) ] 
+ [J202"' + K^©.,' — E sin (qt + <t>)] = D sin pt 

On obtient : 

r K2 K, -1 r 1 K,K2 1 -1 
©;• — + — + ©;• - + + — 

L J, 1, J L T, T.L T J 
©2 'V + ©2 

' h I, -J ^ h JJ2 J, 
" K , + K2-I Eq'̂  E 

+ ©", I + sin (qt + $) sin (qt + $) 
I J . -• J2 J J . 

K,Eq D 
cos (qt + *) sin pt = O 

hh IJ2 

Cette equation s'écrit: 

©2 + ©2""a + ©2"'b + 02"c = a sin pt + j8 cos (qt + $) 
+ y sin (qt + *) 
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avec : 

K, K, K,K, K, + K, \ 
a = — + — b = p,-' + C = I I r ) 

h J, J,L JJ. 
D K,E E E . 

a = /5' = q 7 = q- — \ 

JJ. J,L. IJ . J. I 
Posons : 0 . ; = Y. (4) 

O n aura : 

Y ' " + a Y " + bY ' + cY = « sin pt + ^ cos (qt + <l>) + y 
sin (qt -L * ) (5) 

P o s o n s : 

1 /3 = m sin M (6) 
< 7 = m cos M 
f M + * = '|-

avec : 

m- = /3' + y-

P 
tgM = — 

y 
(5) d e v i e n t : 

Y " ' + a Y " + b Y ' + cY = a sin pt + m sin (qt + 'I ) (7) 

La solution générale de l 'équation sans second membre 
conduit a des termes cor respondant au mouvement transi-
toire. Comme seules les vibrat ions de régime nous inté-
ressent, nous ne re tenons que la solution particuliere de cette 
equation qui sera de la forme : (S\ 

Y = F sin pt + G sin (qt + '1')+ H cos pt + I cos (qt + '1') 
qui donne successivement : 

Y • = Fp cost pt + Gq cos (qt + 
*!') — Hp sin pt — Iq sin (qt + 'I') 

Y " = — Fp- sin pt — Gq- sin (qt 1-

'1') — H p - cos pt — Iq- cos (qt -f- '!") 

Y"" = — F p ' cos pt — G q ' cos (qt -I-
'I ') + Hp-' sin pt -f- Iq ' sin (qt +W) 
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Transportons en (7) : 
— Fp' cos pt — Gq'' cos (qt + 

'I"j + Hp ' sin pt + Iq-' sin (qt + M'' ) 
— aFp- sin pt — Gq^a sin (qt + 

l̂") — Hp^a cos pt — Iq'-a cos (qt + ^ ' ) 
+ bFp cos pt + Gqb cos (qt + 

^I') — Hpb sin pt — Iqb sin (qt + ^l') 
+ cF sin pt + cG sin (qt + 

'I') + He cos pt + Ie cos (qt + W) 
= a sin pt + m sin (qt + ^l") 

Egalons a zéro les coefficients de cos pt, sin pt, 
cos (qt + *r) et sin (qt + 'F) : 

~~ Fp* — Hp '̂a + bFp + He = O 
Hp^ — aFp-' — Hpb + Fe = « 
— Gq^ — Iq=a + Gqb + Ie = O 
Iq'' — Gq-a — Iqb + cG = m 

Nous obtenons ainsi les systèmes d'équations : 
p(b—p-)F + (e—ap^)H = O 

(c—ap^)F —p(b—p^)H = a ] ^^ ̂  

q (b_q=)G + (c-aq-^)I = O ) 
( e - a q = ) G - q ( b - q = ) I = m \ ^"^ > 

Ces equations fournissent les valeurs de F, H, G, I : 

— «p(b—PO 
H = (10) 

(11) 

(12) 

1 = (13) 
(c—aq^)^ + q^(b—q=) = 

(c-

(c -

(c-

~ap-)-

-ap^)^ 

m(( 

+ pHh-
—ap-) 

+ pMb-
: - a q ^ ) 

-aq^)^ + q ^ b -
— mq(b—q=) 

-p=)'^ 

-p^) = 

-q')' 
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L'mtégration de (4) donne : 
F G H 

0 , = cos pt cos (qt + Î") + — sin pt 
p q p 

I 
+ —sin (qt + 't") 

q 
Comme d'autre part (8) conduit a : 

&o" = Fp cos pt + Gq cos (qt + 
*l') — Hp sin pt — Iq sin (qt + 'I") 

Finalement l'équation (2') donne ©j : 

= I FpJ, + HK^ I cos pt + I f.Gq + KJ 

H 
- [ 

cos (qt +^) 

cos pt + f.,( 

+ 

J,Hp + K,F 

I 

q 

p J 
sin pt 

r - J,Iq + K,G + E 1 ' sin (qt + '10. 

Intervention de M. LEROUX. 

M. Leroux signale que l'intervention de M. Aertssen est 
d'autant plus interessante qu'avec l'application des moteurs 
Diesel pour la propulsion des navires, des questions de 
vibrations de torsion posent de plus en plus ïréquemment des 
problèmes délicats. 

Ces problèmes sont particulièrement graves dans la ques­
tion des navires de moyen tonnage pour lesquels il arrive 
souvent que les frequences de vibration critique se trouvent 
placées aux environs de la puissance d'utilisation des appa-
reils moteurs. 

M. Leroux desire attirer spécialement l'attention sur un cas 
particulier sur lequel il semble que les methodes théoriques 
de calculs des frequences critiques se trouvcnt en défaut. Il 
s'agit des calculs de vibration de torsion dans Ie cas d'une 
ligne d'arbre coupée par un réducteur de vitesse a engre-
nages et éventuellement, par un joint élastique. 
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Des essais récents effectués sur des navires étrangers et 
fran(;ais ont montré que les calculs effectués par des specia­
listes de Maisons réputées n'ont pas pu prévoir les périodes 
de vibration qui se sont révélées aux essais. 

Il semble done que ces calculs sont encore effectués dune 
maniere trop simpliste ou tout au moins que l'appréciation 
des conditions limites qui permettent de trouver la solution 
des equations différentielles, ne soit pas exacte. Un element 
important est Ie jeu entre les dents du réducteur. Il est presque 
intuitif de considérer que si Ie jeu est nul la ligne d'arbre 
peut être considérée comme n'étant pas coupée, et que si Ie 
jeu est considerable, les deux parties de la ligne d'arbre 
peuvent vibrer indépendamment. Mais les phénomènes sont 
certainement beaucoup plus compliqués et même peuvent se 
trouver variables dans Ie tcmps lorsque les jeux ont tendance 
a augmenter. 

En ce qui concerne les joints élastiques, les différents 
appareils qui sont en service a ce jour, doivent en principe 
jouer Ie róle d amortisseur. Il semble certain que leur emploi 
est d ailleurs sujet a caution puisque. s'ils ont une période 
propre de vibration, leur utilisation peut aussi bien produire 
des effets nuisibles que des effets favorables. 

Il convient done d'etre tres prudent et il serait souhaitable 
de pouvoir calculer exactement 1 effet de ces appareils. 

M. Leroux a l'impression qu'actuellement la determination 
des conditions limites provenant soit de l'intervention dun 
engrenage. soit de celle dun joint élastique, est encore tres 
imprecise. 

Si on y ajoute les difficultés signalées par l'auteur de la 
communication concernant revaluation des variations du 
couple dü a 1 hélice, on congoit que des erreurs graves puissent 
se produire dans la determination des solutions des equations 
différentielles permettant d'en determiner les périodes cri­
tiques de vibration. 

M. Leroux souhaite que les personnalités scientifiques ici 
présentes se penchent sur ce problème qui est a la fois un 
problème de mathématicien et un problème d'ingénieur et 
permettent de définir une methode aussi simple que poss'ible 
pour éviter les facheux incidents qui ont été signalés. 


