
SCHONFELD, J.C. 	969 

De turbulentie in de zout- en 

zoetwaterbeweging. 



WATERBOUWKUN01q LABORATU1  J"  

BIBLIOTEEK  

9C9  
.A8ORATOIRE  de  RECHERCHES HYDRAULIQUES 

BIBLIOTHEQUE  

0307 00I0 5952 

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIIIIIII IIIII 

1010 



De turbulentie in de zout- en zoetwaterbeweging.  

door 

Dr. Ir. J.C. Sehónfeld 

(Enelebeestract at  the  end). 

1. Inleiding. 

Het probleem van de diffusie van het zout in het getijgebied is 

van enigszins andere aard dan dat van de diffusie b.v. van chemicalien uit 

het Ruhrgebied in de rijntakken. Dit is een gevolg van een verschil in groot-

te- orde in de concentratie van het gediffundeerde zout. 

Bij de betrekkelijk kleine concentraties in de Rijntakken heeft 

men met twee factoren te maken: de turbulente stroming en het gediffundeer-

de zout. Men mag dan bij benadering aannemen dat de stroming haar eigen wet-

ten volgt, onafhankelijk van de concentraties van het zout. Aldus mag de stro-

ming als een gegeven oorzaak van de diffusie van het zout worden opgevat 

Bij de voel grotere concentraties in het getijgebied moet men met 

drie factoren rekening houden: de turbulente stroming, het zout en de dicht-

heid. De turbulente stroming is de oorzaak van de diffusie van het zout. Ver-

der zijn de veranderingen van het zoutgehalte de oorzaak van veranderingen 

in de dichtheid, en ten slotte zijn de verschillen in dichtheid hier  zó  groot, 

dat zij een ingrijpende invloed op de turbulentie kunnen hebben. Het is in 

het bijzonder deze invloed op de turbulentie die wij in het volgende nader 

willen beschouwen. 

De hier aangeroerde problemen doen zich ook voor bij de beweging 

van een lichte, warme luchtlaag over een z•7aardere, koude luchtlaag in de at-

mosfeer. 

Meestal zal het geoorleofd zijn zoutgehalte en dichtheid als syno-

niem te beschouwen, en dus b.v. eemakshalve te spreken van diffusie van 

dichtheid, wanneer eigenlijk verandering van de dichtheid als gevolg van de 

diffusie van het zout bedoeld wordt. Een voorbeeld waarbij het onderscheid 

niet uit het oog mag worden verloren, is de gemiddelde dichtheid van de 



vloeistof in een bepaald volumen- element. Deze hangt niet alleen van het 

gemiddelde zoutgehalte af, doch ook nog enigszins daarvan, of de vloeistof 

in het volumen- element een homogene oplossing vormt, dan wel bestaat uit 

lagen of vloeistof pakketten met verschillende zoutgehalten. 

Zoals in het artikel van Dr. Dronkers (Lit.7) is uiteengezet, kan 

onderscheid worden gemaakt tussen de hoofdbeweging van het water onder in-

vloed van de getijden en de opperwaterafvoer, en de turbulentie. De heofdbe- 

weging verandert  zó  langzaam vergeleken met de turbulente fluctuaties, dat bij 

de beschouwing van de laatste, de hoofdbeweging als een  stationnaire  toe- 

stand mag worden opgevat. 	 _ 

Verder zal de hoofdbeweging in dit verband als onafhankelijk van x 

(de cogrdinaat in de lenptcrichting van de rivier; mogen worden opgevat. Ook 

de afhankelijkheid van y (in de dwarsrichting) mag buiten beschouwing worden 

gelaten. "e beschouwen dus een horizontale stroming in de x - richting, waar-

van de snelheid alleen van de verticale cogrdinaat z afhangt. 

Ook van de gemiddelde dichtheid wordt aangenomen dat zij alleen van 

Z afhangt. .anneer hierna sprake zal zijn van de hoofdstroming, zal overigens 

ook stilzwijgend aan de gemiddelde dichtheidsverdeling ;bedacht worden. 

In het algemeen kan een aéro- of hydrodynamisch probleem met twee 

beschouwingswijzen worden behandeld, de beschouwingswijze van  Euler,  en die 

van  Lagrange.  Ook op het turbulentieprobleem zijn beide beschouwingswijzen 

van toepassing. In de volgende paragrafen zal nu eerst de kinematisch- geome-

trische structuur van de turbulentie worden onderzocht met een beschouwings-

wijze in de trant van  Euler,  die aansluit bij de gelijkvormigheidstheorie van 

von  Karman.  

Daarna zal de statistische structuur van de turbulentie worden on-

derzocht. Voor dit onderzoek leent zich de beschouwingsrijze van  Lagrange  be-

ter, op de wijze als deze door Taylor is toegepast. 

Vervolgens zal met verdere gebruikmaking van de beschouwingswijze 

van  Lagrange  de remmende invloed van de dichtheidsgradicnt op de ontwikkeling 



van de turbulentie worden nagegaan. Hiertoe wordt een energiebalans opgesteld. 

Tenslotte zal een korte bespiegeling over de door de Rijkswaterstaat 

te ondernemen metingen van de turbulentie worden gegeven. 

2. De kinematisch- geometrische structuur van de turbulentie. 

De ervaring leert dat de structuur van de turbulentie bij grote 

getallen van  Reynolds  in hoofdzaak onafhankelijk is van het getal van  Rey-

nolds,  en dus van de viscositeit. We zullen ook onafhankelijkheid van de mole-

kulaire diffusiecoéffieiënt aannemen. 

Zien we dus af van het transport van dichtheid ais gevolg van de 

molekulaire diffusie, dan wordt de transportvergelijking van de dichtheid: 

7 . Oo v1t =0 	of o ~. v  

waarin p en 7 de ogenblikkelijke dichtheid en snelheid zijn. "nemen we aan 

dat het volumen van een willekeurige hoeveelheid water constant is, dan geldt 

V. 7=0. 

In werkelijkheid ondergaat het volumen nog veranderingen als gevolg 

t•an de diffusie. 

Dat (2) binnen de gestelde nauwkeurigheidsgrenzen toch wel gemoti-

veerd is, zal in een aanhangsel van deze paragraaf worden aangetoond. 

"ubstitutie van (2) in (1) geeft 

v. vP~~=o . 

De turbulente fluctuaties in de  y  - richting (horizontaal en dwars 

op de hoofdstroom) zijn niet van direct belang voor de diffusie, en zij staan 

ook niet onder de directe invloed van de dichtheidsgradiént. ^emakshalve zul-

len zij daarom nu verder buiten beschouwing blijven, en we bestuderen dus  eon  

twee- dimensionale stroming. Uitwerking van (3) geeft dan 

(1/2---2?- 	
Vz  a f  

ax a=  at 

De krachtvergelijkingen zijn 

ap ~ Pax _ p  waarin  ax= (vza ~YZaz t ~ ~x ax 

f,Pas ~,~9~D  waarin  a3  = ~Yr. z ~ yze~ t ~ / Yz • 

(5 ) 

(6) 



Hieruit kan p geélimineerd worden door (5) naar z en (&)naar x te 

differentiëren, en 2 p  /ax  az algebra!sch te elimineren. Het resultaat is: 

(7) d ap aaz  a,o aa Z  2p 
a z  

	
22 

 ='2z
z 

f p 
az  

Nu is 

;ax  2vz  avx  avZ  2vx 	a 	2 a avx  
az - 2z ax 	2z 'z ~ ~ vx 'x + vz 7z ~at , 2z 

De eerste twee termen in het rechterlid zijn samen nul krachtens (2), 

en dus is 

aax / a 2 a avx  

az ~Vx 2x ~z2z ~ ët ) az 

Door deze en een overeenkomstige formule voor aaZ  /az in (7) te substitueren, 

vinden we: 

 

waarin 

 

v  d  t v 2 t
2 

 wy 	
‘2/0 	.2,c,  a,o _x  2 

 

~( 2x Z az a~ 	-- gax 	a -  x 	Pz 

aY,z  avZ = wy 	 _ 
aZ éx  

de wervelsterkte in de  y  - richting voorstelt. 

De versnellingen ax  en aZ  zijn alleen een gevolg van de turbulentie, 

daar de hoofdstroom stationnair gedacht is. 0p grond van metingen van  Bowden  

en Proudman mag worden aangenomen dat de versnellingen van de grootte- orde 

van 0,1 m sec-2 zijn, en data=  dus wel t.o.v. q verwaarloosd mag worden. De 

tweede term in het rechterlid van (8) wordt daarom t.o.v. de eerste term ver- 

wa;rloosd. _omen we verder aan dat de derde term van dezelfde grootte- orde 

is als de tweede, dan kan ook de derde term verwaarloosd worden. Aldus krij-

gen we 

a 	a a 	_ ao 
P ~vx ax 

fVi
~z 

-7‘ 	„,/ J - 	-/ e2 

We willen nu de turbulentie gaan bestuderen in de omgeving var een 

punt dat met de hoofdstroom meebeweegt. We kiezen dit punt als oorsprong van 
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iet ecórdinatenstelsel. 

Verder splitsen we nu de beweging in hoofdstroom en turbulentie. De 

hoofdstroom wordt bovendien in een reeks ontwikkeld. Zo krijgen we 

(11 ) 	p_ 5+5'z + . . . 	. .. . ...ts(x,z,i) 

(12)  

(1.3 	vzs 

1-ie-rin is 5 de ,emiddelcdc dichtheid en 5' de gemiddelde diehtheicds- 

„radiër,t in de oorsprong. nnar de oorsprong met de hoofdstroom meebeweegt, is 

de gemiddelde snelheid aldaar nul; U' is de bra.-rc3.e die de gradiént van de  

gemiddelde snelheid in de oorsprong heeft. De turbulente fluctuaties c::,rc'en 

door ,5 , a en v meerneueven.  

Uit (9) volgt verder nog 

	

wy=U / +(/"Zt 		 in/ ,Z fJ, 

;a av 
w=— -- 

az 	ôz 

de turbulente wervelsterkte is. 

Bij het substitueren von (11), (12), (13) en (14) in (10) en (4.) 

zullen ere alleen de voornaamste termen uit de reeksen voor de hoofdstroom 

overnemen. De beschouwing krijgt op  doze  wijze weliswaar een  seer  globaal 

karakter, doch we leen daar vrede mee hebben zolang we ons slechts ten 

doel stellen de voornaamste factoren op to s oo+en die van i vloed? jn op 

de structuur van de turbulentie. 

De verschillen in dichtheid zijn hoogstens enkele procenten van 

de dichtheid zelf, zodat het in deze globale beschouwing zeker geoorloofd is 

zowel 5'z+ 

	

	 als 5 t.o.v. 5 te veruaarlozen. 

tîe krijgen dus: 

i U aw 	d 	aH- 	aw q aS 
Z —fUVfl(—tV___?̀"1 # -— —  

ax 	az ;z at 5 ax 



(17) 
, as , 	as 	as a3 

Uz -- t .S vtu— fv— f_ =o  . 

ax 	ax as at  

Dit zijn twee differentiaalvergelijkingen voor de turbulente fluc-

tuaties s , u , v en w , waarin de ooéfficiénten nog afhangen van de hoofd-

stroom. 

In de gedachtengang van von -arman stellen we nu de vraag of het 

mogelijk is, dat de turbulentie op twee verschillende plaatsen zich volgens 

een gelijkvormig patroon ontwikkelt, ook al zijn de kenmerken van de hoofd-

stroom op die twee plaatsen verschillend. Zulk een gelijkvormigheid zal al-

leen bestaanbaar zijn wanneer het mogelijk is de coéfficiénten in de vergelij- 

kinnen (16) en (1 7) onafhankelijk te maken van de hoofdstroom, door een ge-

schikte definitie van schalen voor de lengteafmetingen, de tijdsintervallen, 

de snelheden en de dichtheden in het turbulentiepatroon. 

N 

Om dit to onc,e-rzoeken voéren we nieuwe coordinaten enz. in volgens 

x=L x, 	 z=L z,  

LL_C u,  (-z/,z/,f,)  

S-Ds,  

De schaalcoëfficiënten L , T , C en D zullen in afhankelijkheid van 

de kenmerken van de hoofdstroom gedefiniëerd moeten worden. 

Uit (15) volgt nog 

C 	,  waarin  wI  _ 9̀"`' '91/1_ _ 
~ 	 a z, ax, 

De vergelijkingen (16) en (17) worden nu herleid tot: 

z, êw, UaCv / t 
 Cz 

(~/ 
aw, t  y,  dw, 

if 
 C aw,  9'D .9-5'i 

ax, 	L2 	ax, 	az, LT  at, 5L a z~ 

(1  9) U'O z as,  f S'C v t co (u~ as, ~ v` 
 as, ) f  D  as, - o 

ax, 	L 	ax, 	az, 	T at, 

De vergelijking (1 8) kan onafhankelijk gemaakt worden van de hoofd-

stroom b.v. door delen door de coëfficiënt van de eerste term, mits tussen 

alle coéfficicnten constante verhoudingen bestaan. Eenzelfde opmerking geldt 



voor (19). Nader onderzoek van de coéfficiënten leert dat de constante ver-

houdingen bestaan, wanneer de grootheden L , T , C en D gedefiniéerd worden 

in overeenstemming met de volgende voorwaarden: 

(20) L :  CT  = constant 

(21) C : U'L = constant 

(22) L U". U' = constant 

(23) = constant D : U~ 

(
24

) D :  5' 
=constant 

C 	U, 

Het is altijd mogelijk L , C en T  zó  to definiëren dat aan (20),(21) 

en (22) voldaan wordt. Aan de voorwaarden (23) en (24) voor de definitie van 

D kan echter alleen voldaan worden als er een vaste verhouding tussen U'S: 

en 5':C/' bestaat. 

Dit betekent dat de turbulentie op twee verschillende plaatsen zich 

alleen dan gelijkvormig kan ontwikkelen, wanneer de parameter van  Richardson,  

e , gedefiniéerd door 

(25) 	 r _ -95'  , 
S(U)2  

op die twee plaatsen dezelfde waarde heeft.(In (25) is een minteken ingevoerd 

omdat S'meestal ne„atief is, daar z positief naar boven gedefiniéerd is, en 

de dichtere lagen zich in de regel onder de minder dichte lagen bevinden). 

Is de waarde van r op de twee beschouwde plaatsen verschillend, dan 

moot ook een verschillend turbulentiepatroon verwacht worden. 

;de moeten dus aannemen dat het turbulentiepatroon nog een functie 

van de parameter r is. De veranderlijken u, , v, en s, zullen dus als functies, 

niet alleen van x, , z, en t, , maar ook van r moeten worden opgevat. De ver-

houdingen tussen de coéffioignten in (18) en (19) behoeven nu geen constan-

ten te zijn, doch mogen ook functies %rau r zijn, en ook de constanten in (20) 

t/m (21_x.) mo en functies van r worden. 7e zullen echter a :»nemen dat L , C , T 

en D  zó  eedefini erd worden, dat alleen in (23) een functie van r in plaats 
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van een constante wordt ingevoerd. 

We beschouwen nu de gemiddelden van de producten uv en sr ter plaat- 

se van de oorsprong. Met gemiddelde dat hier bedoeld wordt is een gemiddelde 

over een voldoend lange tijd. 

We krijgen dan  

ûv  = C 2  u, (o,o,t,,r) v, (o,o,t,,r), 

gemiddeld naar E, . Het gemiddelde u,v, zal nog een functie van r zijn. Re- 
kening houdende met (21) krijgen we 

av=-L 2(092 F(r/, 

waarin F een nog onbekende functie van r is, en waarin we L in overeenstem-

ming met (21) definiéren als 

L= LP 

waarin k voorstelt de constante "kappa" van von  Karman  (ongeveer 0,4). 

Op soortgelijke wijze leiden we, rekening houdende met (24), af: 

7i.;=-L 2  U'5'f(r). 

De functies F enf volgen niet uit de hier ontwikkelde theorie,even- 

min als b.v. de constante k uit de oorspronkelijke theorie van von  Karman  

volgde. ,e weten slechts van de functie f , dat 

F(01= 7 

moet zijn, daar wij voor 5 0 , en dus r=0 , weer op de formule van 

Prandtl - von  Karman  terug moeten komen. 

Voor de diffusiecoéfficiënt van de hoeveelheidbeweging krijgen, we 

Di'L2 U~F(r), 
H 	H 

en voor de diffusiecoeffieient van het zout, en dus ook van de dichtheid, 

krijgen we 

Ds  = L 2Uf (r/ 

'.re zouden de functies F enf dus b.v. kunnen bepalen door Di , D5  , L 

en r uit metingen van de hoofdstroom af te leiden, en dan Dz : L2 U'en D5  : L 2 U' 

tegen r uit te zetten. 

Bij bovenstaande beschouwingen werd aangenomen dat (Pen U" niet 

nul of bijna nul zouden zijn. Bij de snelheidsverdelingen in de zout- en 

91f 
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zoetwaterbeweging kunnen evenvel zowel punten waar U'=0 , als punten waar 

Uri = 0 is, voorkomen. De turbulentie in de omgeving van zulke punten zal dan 

ook bij gelegenheid zeker nog een punt van onderzoek moeten uitmaken. Voort-

gaande in de hierboven geschetste gedachtengang zou men dan kunnen trachten 

met zulke punten rekening te houden door het turbulentiepatroon en de functies 

F enf ook nog van een parameter 

(U")2  

afhankelijk te stellen. 

Aanhangsel bij nar. 2. De verzeli jkin V.7=0  .  

Laat e. de hoeveelheid opgeloste stof (zout) en rl de hoeveelheid op- 

losmiddel (water) per eenheid van volumen zijn. Dan is 

P=7" ~ 

de dichtheid van de oplossing. 

Laat V de snelheid zijn van het zwa terunt van een volumenelement 

van de oplossing. Ie snelheid van het zout is dan 

vZ =v- 

Verder geldt 

/p 7=i v,,,, f E  Pz  

waarin v,,,de snelheid van het water is. Uit deze vergelijkingen volgt 

De transportvergelijking van het water is dan 

7. vt v. Pr. 	 f72E , 
en de transportvergelijking van het zout is 

E P: 	F. Vit£=Pc V 2E . 
Door optellen van (29) en (30) vinden we 

F V. V 74-i,-.  7/e. 0 , 

prat ook onmiddelijk uit de met van het behoud van massa volgt. 

De dichtheid is bovendien een uit metingen bekende functie van de 

concentratie E , en op grond daarvan komen we tot 
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P P.vfclPv.~~tc~p ~ =0. 
de 	de  

d 
Deze vergelijking trekken we nu van dP  maal (30) af, en dan lossen we V. v op: 

dp 	2  
	 oc  P  E. 

dp 
P £ de 

Voor zout water is e/p /di ongeveer 0, 3. 

Hieruit blijkt dus dat 7.7- o 	r-esteld mag worden, juist voor zo- 

ver als het geoorloofd is de invloed Van de diffusiecoéfficiént  oc  op de stro- 

ming te verwaarlozen. 

De statistische structuur van de turbulentie. 

"e beschouwen nu de menging in de geest van  Lagrange,  door de bewe-

ging van de vloeistofpakketten na te gaan. Eerst houden we ons met de bewe-

ging in verticale richting bezig. 

Iaat v de snelheid van een pakket in vertioale richting zijn, en 

laat s het verschil in dichtheid met de omringende vloeistof zijn. We sullen 

eenvoudigheidshalve veronderstellen dat de omringende vloeistof de snelheid 

en dichtheid van de hoofdstroom heeft. Laaty de afstand zijn die het pakket 

in verticale richting heeft afelegd, zodat 

v 

is. 

De bewegingsvergelijking voor hot pakket wordt 

(31) 	MJ,e-Wvtgls  =Ky  

Hierin is /N de massa van het pakket, Wv stelt een vrijvin ,;skraoht 

voos, y  is de resultante van gewicht en opwaartse druk die het pakket drijft 

naar de laag van de hoofdstroom wa.'rin het volgens zijn dichtheid zou thuis-

horen  (I  is de inhoud van het pakket). De kracht  Ky  stelt de resultante van 

de op het pakket werkende drukkrachten voor. 

Door èe diffusie zal de dichtheid van het pakket geleidelijk aan 

die van de omgeving worden aangepast. Is 5 de dichtheid van de laag y=0 



A 

i 
k2 	2 

Y\Tacm,;,  
BIBLI;i --•n 

S4C9  

(kw - kd)2  93 
2 	S l  •  

dan is 5+5'y  de dichtheid van de omgeving van het pakket, en S t 5' y is 

die van het pakket zelf. De diffusie van de dichtheid van het pakket kan nu 

worden veergegeven door een vergelijking van de vorm 

I ~t (5t5'yts) +Ds =o  ,  

waarin D een coéfficiënt voor de diffusie is. 

delen (31) door//' en (32) door I en krijgen na enige verdere 

herleiding: 

v+kw  v+ g s=  Ky 	kw=  W 
S M M  

sfkds=-5'v. 	;  

Ueruit 7s s te elimineren net als resultaat: 

3' 	Ky  -0,40/ k(  y  (35) 	v+(kfkd)vt(kwkd-  5 )v= 	
 

De beweging wordt onderhouden door de werking van de kracht  Ky.  . 

Deze kracht is eventil bepaald door de drukverdeling,die oreer afhangt van de 

beweging van het pakket in horizontale richting ((zie ook hierna par, 1+). 

De horizontale beweging hangt weer van do verticale af, zoals we 

verderop in deze para,maaf nader zullen zien, omdat de verticale beweging 

het pakket in lagen met andere horizontale sne hccen brengt. Er is dus wis-
selwerking tussen de horizontale en verticale beweging, en daarom heeft het 

zin na te gaan voor welke bewegingen in verticale richting voorkeur bestaat. 

Daartiôe beschouwen we de o±)lossing van de vergelijking (31) met het rechter-

lid gelijk aan nul '-°esteld. Deze oplossing is 

v=Cie -kt fC2e -k2, 

waarin -k, en -k2  .fie  wortels van de karakteristieke vergelijking zijn: 

We kunnen twee gevallen onderscheiden: 
LABORATOIRE  de  RECHERCHER HYDRAULIQUES 

nI~UOTHEQUF 
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geldt, en 

(37) 

geldt. 

periodiek als de  discriminant  negatief is, dus als  

kw  - kd 

5 

-qS'  
2 

-12 - 

de eigen bewegingen zijn aperiodiek, wanneer de  discriminant  positie' t" 	nul 

is, dus als 
-9S / 	kw- kd 

(36) 	S 	\ 	2 

In het laatste ;Aval is 

5~ k

w kd 2 5 ( 2 / 

de hoekfrequentie, en  

kw  ,t kd 
2 

de dempi.zgseaéfpioiënt van de beweging. De beweging is relatief zwak gedempt, 

als 

2 2 
/ 	 1 

 
(39) 	

kw 2 
kd  \\ ~0 - S  

geldt. 

Allereerst kan nu vrorden opgemerkt dat in een stroming zonder dicht- 

heidaversohillen, waarin dus S '= 0 is, volgens (3G) alle pakketten van nature 

ven aperiodieke beweging hebben. Of een pangit bij eer bepaalde gradiënt 5' 

van nature een aperiodieke of een periodieke bene;inn zal hebben, hangt dan 

verder ook nog van de coeffioiénten kW  en kd af . In elk geval man volgens de 

gevolgde gedachtegang verwacht worden, dat bie  eon  zeer grote waarde van -51  

veel pai:1:gitten van nature eeriodie ke bewegingen uitvoeren, en dat deze bewe-
gingen overwegend wrak gedempt zullen zijn. 

i 'u is in water voor een pakket met een lineaire afmeting van de 

grootte- orde L /  (in n) 

k 	4.io-s  
^ 2 

en 

L, 
i0 -3 k w  • 

en komt tot deze schatting door ocn bolvormig pakket met een stram. L I  te be- 
i sciourkcn. Daarbij is 	io-óm2sec en oCt. /0- 3 ', beide voor enter. 

(38) 
	

n= 



We kunnen led  dus t.o.v. kN, verwaarlozen. 

Verder is 9 ongeveer 10 m sec-2 en S ongeveer 1000kg rn-3; - 5' is b.v. 

van de grootte- orde 1 kg mom.. yen pakket zal dus volgens (37) van nature 

een periodieke beweging hebben als 

L1  > 0,005' 

is. 

Ove.o een groot deel van de verticaal  is de vermengingslengto L 

minstens enige decimeters, en dan is het vrij aannemelijk dat L, voor de mees-

te pakketten wel minstens, enige centimeters is. De meeste pakketteh voeren 

dan van nature een periodieke beweging uit. Devendien zal de demping van die 

beweging volgens (39) ook meestal vrij trek zijn. 

.e zijn nu dus tot het vermoeden gekomen dat de beweging van de 

pakketten in een stroming zonder dichtheidsverschillen van nature aperiocliek 

is, en dat bij een grote dichtheidsgradent sterke voorkeur voor periodieke 

bewegingen bestaat. 

gaan de invloed hiervan op de autocorrelatie van de verticale 

snelheid na. De autocorrelatiefunctie R is gedef'ini"erd door 

(le) vltl v (t-Z'J  
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wrarin de overatrepáng nu b.v. een statistisch gemiddelde over een voldoend 

groot aantal pakketten van eelijke afmetingen en onder statitisch gelijkwaar-

dige omstandigheden voorstelt. 

Is de beweging van het pakket van nature aperiodiek, dan zal de 

functie R(- vermoedelijk ongeveer aldus verlopen: 

R 

FIG 1 

e 

Dit is wat we verwachten mogen bij af ezig eid van dichtheidsver- 

schillen. Is er echter een uitgesproken voorkeur voor een bepaalde periode, 
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FIG.  2  

Dit is dus wat we bij een sterke dichtheideradiga!tt zullen vermach- 

_14 - 

dan zal ook de functie R(e een periodiek karakter hebben, ongeveer aldus: 
R 

ten.  

Vervolgens gaan we de Invloed op de diffusieec fioi®nten na. e 
integreren dar  toe (34.), aannemende dat v een gegeven functie van de tijd is: 

s . d2 e -0,1  

Vervolgens bepalen we het statistisch gemiddelde van let product 

s v , en voeren de diffusieoogfficiént van het zout in volgens 
+k 	I 

sv = DS 5 

Dit is een diffusieoodfficiënt voor een bepaalde kategorie van pakketten, na-

melijk van gelijke grootte en onder statistisch relijkvsnrdige omstandigheden. 

Voor deze diffu; iecogfficignt vinden we 

Ds  . 	:7- 

waarin de Punctie T(k)door 

T(k). ~ 	e -k~ R(2) d2'  

,tedefi.nierd is. 

Voor de beweging van het pakkelt in horizontale richting gaan ure uit 

van de volgende bewegingsve'gelijking: 

(1+3) 
	
dt ( u f U'y) + Wu - KX  • 

De kracht Kx  , dat is cie resulterende drukkracht, zal gemiddeld de 

beweging in horizontale richting tegenwerken (zie ook hierna par. 4). zij kan 



-15  

dus globaal als een extra weerstand in rekening worden gebracht. We komen zo 

tot de vergelijking 

(44) 	 ci~(kW fk P ~u=-U~v, 
waarin de term k  dus de invloed van de druk weergeeft. 

Voor de diffusie van hoeveelheid van beweging kan de ooëfficeent 

(4.5) 	 D =vim T(kw fk p ) 

uit (44) worden afgeleid, op soortgelijke wijze als hierboven de diffusie- 
coëfficent van het zout. 

Om tot een vergelijking van D7 en  DS  te komen, moet het verloop 
van de functie T worden nagegaan. We onderscheiden hier weer het geval dat 
5 = O is, en het geval dat .5/   groot is. 

In het eerste geval, wanneer R(TJverloopt als in  fig.  1. zal de 
funotie T ongeveer aldus verlopen: 

T 

FIG. 3  

De funotie is dan maximaal voor k= o 
In het tweede geval daarentegen, wanneer R(4l verloopt als in  fig.  

2, zal T veeleer ongeveer aldus verlopen: 
T 

FIG. 4  

no 	 k 
Het maximum van T ligt dan niet bij k = o , maar bijeen waarde ongeveer gelijk 
aan de door (39) bepaalde hoek requentie na  . 

Ingeval 51=0 is, zal k p voor de pakketten die het meest tot de dif-
fusie bijdragen, van dezelfde orde van grootte zijn als  kw.  Dit wordt nader 
gemotiveerd in par. 4.. Verder is kQ, in water veel kleiner dan  kw  (zie pag. 12) 
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en in de lucht hoogstand van e3ezelfde grootte- orde. Het is duidelijk dat ka 

meestal kleiner zal zijn dan kom,tk , en hoogstens ongeveer even groot. Uit 

(41), (45) en  fig.  3 volgt dus dat we bij afwezigheid van dichtheidsverschil-

len mogen verwachten dat 

(4G) 	Di \<  Ds  

zal gelden. Hier zijn Di en  Ds  dus gemiddelde diffusiecogffioiënten voor alle 

soorten van pakketten. 

Ingeval5' groot is, zal kp voor de pakketten die het meest to?- de 

diffusie bijdragen, misschien enige malen groter dan kr„ zijn (zie weer hierna 
par. 4). Is overigens, zoals we hiervmor op grond van de vermoedelijke afme-

tingen van de pakketten aannamen,  kw  beduidend kleiner dan no  , dan zal ook 

k h  kp kleiner, of althans niet vel groter zijn dan no. Daar kd voor 
ten in water zeer veel kleiner is dan '< w en dus ook zeer veel kleiner dan 
volgt uit (41), (1+5) en  fig.  1+ dat het in dit geval zeer wel mogelijk is 

(47) 	D5 < DZ  

is. 

zou-

no a  

dat 

Uit rnetinrren van  Jacobsen (lit.  3) -in de Deense wateren is inder- 
daad gevonden dat  Ds  kleiner kan zijn dan 	,on  viel van de grootte-orde 10 

maal zo klein. Dit verschil tussen  DS  en Di zou op grond van de 
beschouwingen als volgt kunnen worden verklaard: 

Wanneer de vloeistofpakketten over betrekkelijk grote 

voorgaande 

afstanden 

heen en weer zwerven, kunnen ze in belangrijke mate overdracht van hoeveelheid 
van beweging van de ene laag naar een andere bewerken. Doordat de dichtheid 
in het pakket slechts zeer langzaam aan die van de omgeving wordt aangepast, 
zal het pakket echter sterk de neiging hebben na iedere zwerftocht weer on- 
geveer naar zijn oorspronkelijke laag terug te 

een betrekkelijk geringe diffusie van het zout 

Indien deze zienswijze juist is, dan  

keren. Daardoor zal het slechts 

kunnen bewerken. 

kan verwacht worden dat bij de 

diffusie in luchtlagen van verschillende dichtheid het verschil tussen  Ds  
Di niet zo groot zal zijn als in lagen water met verschillende dichtheid, 
dat de molekulaire diffusiecoefficient in luchtrelatief veel *rotor is dan in 
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later (zie pag. 12). 

4. De remmende invloed van de dichtheidsgradiént oen de ontwikkeling van  
de turbulentie. 

De verschillen in dichtheid tussen de lagen van de hoofdstroom heb-

ben een remmende invloed op de ontwikkeling van de turbulentie. Immers, een 

vloeistofpakket afkomstig uit een bepaalde laag, dat in een andere laag door-

dringt, ondervindt daar een kracht die het terugdrijft naar zijn oorspronke-

lijke laag, als gevolg van het verschil in soortelijk gewicht tussen het pak- 
ket en zijn omgeving. Voor het mengen van de lagen is dus  eon  hoeveelheid ar-

beid nodig die niet geleverd behoeft te worden wanneer de lagen alle dezelfde 
dichtheid hebben. Voor het ontlrkelen van een zekere mate van turbulentie is 

dus meer energie nodig dan wanneer er geen diohtheidsverschillen zijn, en bij 

een gegeven beschikbaar vermogen van de schuifspanningen in de hoofdstroom 

zal de turbulentie dus zwakker ontwikkeld zijn. 

De turbulente schuifspanning in de hoofdstroom kan door 
2=S DZ  U' 

naorden weergegeven. Het hierdoor per volume- eenheid geleverde vermogen be- 

draagt 

5 Di  (U') 2. 

Door de turbulentie ontstaat overdracht van zout in verticale rich- 
ting. De grootheid 

-D5 S'  

stelt het hieruit resulterende transport van massa per eenheid van tijd door 
een horizontale eenheid van oppervlak voor. Hiervoor moet in het zwaartekrachts-

veld per eenheid van volume een vermogen 

_9Ds S' 

geleverd warden. 

Er is alleen turbulentie mogelijk wanneer het vermogen dat door de 

schuifspanningen geleverd wordt, het vermogen dat voor het massatransport no-

dig is, overtreft, dus als 



S DZ (0 2 > -q Ds S' 

is, of als 

(4,g) 	
~Z

> r 

is, waarin r weer de door (25) gedefiniéerde parameter van  Richardson  is. 

De voorwaarde (4.8) is het eerst door Taylor afgeleid. Een afleiding 

volgens dezelfde gedachtengang, doch uitgaande van de waarschijnlijk niet 

steeds juiste veronderselling dat Di en  Ds  ongeveer gelijk zouden zijn, is 

reeds door  Richardson  gegeven. Ook Prandtl heeft een dergelijke afleiding ge-

geven. 

De ongelijkheid (48) is door Taylor behoorlijk in overeenstemming 

mimet de metingen van  Jacobsen  bevonden. Met name bleek ook dat do parameter r 

verscheidene malen groter dan 1 kan zijn, wat weer op de onjuistheid van de 

oudere afleidingen van  Richardson  en Prandti wijst. 

De voorwaarde (48) kan ook Worden afgeleid door de beweging van een 

pakket te beschouwen. Op die wijze kan de voorwaarde nog iets nader gepreoie 

seerd worden. 

We stellen de balans op voor de vermogens die met de beweging van 

een pakket gemoeid zijn. We zullen deze balans splitsen in een balans voor de 

horizontale, en een balans voor de verticale beweging. 

Het vermogen dkt door de omringende vloeistof, d.w.z. door de schuif-

spanningen van de hoofdstroàn per massaeenheid aan het pakket geleverd wordt, 

is gelijk aan het product van de door de omringende vloeistof uitgeoefende 

kracht 	, en de relatieve snelheid u. Gemiddeld is dit vermogen dus 

_0'vu . 

Dit vermogen moet gelijk zijn aan de som van het gemiddelde bij ho-

rizontale beweging gedissipeerde vermogen, 

en het gemiddelde aan het drukkrachtenveld afgegeven vermogen, 

kp u2 . 
De vermogen- balans van de horizontale beweging wordt dus door de vergelijking 
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(54) 	_U ' vu=k,.,,u2 f kp u 2  

weerge teven. 

"let a.=_ het drukkrachtenveld afgegeven vermogen is niet gedissi- 
Jaeerd,daa r dit veld conservatief is. _iet genoemde vermogen moet dus vecr ten 
goede komen, hetzij a. ̂ n cle verticale beweging van het nakket, hetzij aan de 
beweging van andere pakketten. 

De grote pakketten verliezen relatief minder wrijvingsenergie dan 
de kleine pakketten, en het is dus zeer wel mogelijk dat de grote nakkel-ten 
gemiddeld meer energie afstaan aan andere pakketten, dan zij ontvangen van 
andere pakketten. Lij de kleine pakketten moet reien dan het omgekeerde ver-
wachten. 

In elk geval zal het mogelijk zijn pakketten te beschouwen van een 
zodanige middelmatige grootte, dat zij gemiddeld evenveel energie afstaan als 
ontvangen. Voor zulk een pakket stelt dus 

kp u2  

het gemiddelde vermogen voor, dct door het drukkraohtenveld aan de verticale 
bet.eging van het pakket wordt afgegeven. Dit vermogen is nodig, om de verti-
cale  :̀eue  ing te onderhouden, die ten eerste geremd wordt door de wrijvings-
kracht  kw  y 10 er_  ten tweede door het verschil cis : S tussen gevioht en on- 

waartse druk. ïet door de eerste kracht --e&issineerde vermogen is  

k w  v 2  

en het door de tweede kracht verwerkte vermogen is gemiddeld 

rien.i.ddeld  

sv. 

')e vermogen- balans v^r de verticale beweging wordt dus door de vergelijking 

(50 kp u=k,,, V 2 t 
S 

sv 

weergegeven. 

Substitutie van (50) in (2 9) geeft de volgende vergelijking voor 
do totale vermo~en- balans: 

- LI /  vu=k w  (u2,-v?)-7, 9" sv 
5 
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Deze vergelijking geldt dus voor een soort van middelmatige pakket-

ten die gemiddeld evenveel energie aan andere pakketten afgeven, ais zij 

van andere pakketten ontvangen. 

Een tweede soort van middelmatige pakketten, die niet noodzakelijk 

identiek behoeft te zijn met de eerste soort, is maatgevend voor de overdracht 

van hoeveelheid van beweging, zodat voor deze pakketten 

_ vu = Di U l  

Een derde soort van middelmatige pakketten is maatgevend voor de 

diffusie van het zout, zodat hiervoor 

vs- _DI S /  
geldt. 

Hemen we aan dat de drie soorten van middelmatige pakketten even 

groot, of althans globaal'e en groot zijn, den kan (51) tot 

(521) 	_, 	Di (U') 2 =.k,,;;(u 2 fvijarD5(02  

herleid. worden. Da€zr de wrijvingstaan k,y(u2*v2) altijd positief is, volgt 

hieruit om te beginnen weer do ongelijkheid (13). 

Bovendien kunnen we nu een globale indruk van de waarde van kp 

krijgen, althans bij de hakkotten van middelmatige grootte. 

Indien er geen diohtheidsverschillen zijn, dus sv = 0 is, volgt 

uit (50) en uit het experimenteel gebleken feit dat u2  on  y2  ongeveer gelijk 

*zijn, dat ook k,b  en  kw  ongeveer even groot moeten zijn. 
Bij , de door  Jacobsen  gemeten zont- en zoetwaterbeweging zijn de 

twee tezrten in het rechterlid ven (52) zeer globaal even groot, hetgeen kan 

worden afgeleid uit de waarden van Di, D5  en r.. 

In de atmosfeer is verder door metingen gebleken dat u2 en vz on-

geveer even groot blijven,00k ais er diohtheidsversohillen zijn,,Nomen we de 

gelijkheid van u2en ;711- ook bij de zout- en zoatwaterbevie ;ing Grif, dan is  



dus de term  kw  y 2  zeer globaal de helft van 

kp enige malen groter dan  kw  kan. warden. 

S sv , Uit (50) volgt dan dat 

. Slotbeschouwin . 

: et grote verschil tussen  Ds  en Di , dat uit de waarnemingen van  

Jacobsen  volgt, ,:ijst op een voorkeur voor eeriodieke bewegingen, waarvan de 

hoekfrecyuentie door (53) bepaald is. De grootte- orde van deze hoekfrc auenti.e 

kan uit de grootte- orde van g , 5 en_ 5' bepaald worden. "tellen we weer 
= 10 m sec-2, 	1000kg m-3  en -S' = 1 kg mom', dan is no  dus ongeveer 

('i,•i rad sec-1 Dit korst overeen met een periode van ongeveer een minuut. 
Inderdaad zijn perioden van de grootte- orde van  Un  of enkele minu-

ten geoonstateerd, o.a. door ro:;den en Proudman. Als verklaring voor zulke 

"betrekkelijk lei:ee )erioden opnercn deze auteurs twee mogelijkheden. 

Turbulente ,ee vel s not verticale as en diameters van b.v. 50  of 1 00 m. 
Interne golven. 

(>2 grond van het voorgaande zouden we aan als derde nagelijke--ver- 

klaring nog kunnen toevoegen: 

o. Verticale schommelingen van viceistof akketten. 

:ianvacercien  mu  voor een ogenblik de derde verklaringswijze, dan moe-

ten we aannemen dat de naloketten, althans in horizontale richting, afmetingen 

ven b.v. 50 or 100 m moeten hebben, omdat bij veel kleinere afmetingen de lan-

ge )erfoden alleen in een met de stroom meebewegend punt geconstateerd zou 

kunnen morden, doch niet in een vast punt. Uiteraard moeten de verticale Af- 

metingen veel kleiner zijn, omdat de diepte al niet meer dan b.v. 10 m is. 

i~lon ee in dit beeld ook de kortere door Domden en Proudman eevon-
den perioden van enkele secunden inpassen, den kunnen we aannemen dat de ge-

noemde pakketten hopelijk homogeen van zoutgehalte zijn, en dat zich in die 

pakketten nog weer een snellere turbulentie ontwikkelt. 

_ et is ool. nog ; de vraag of er niet enig verband is tussen de be- _ 
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schouwde slingerbeweging van pakketten, en de interne golven, daar beide soor-

ten verschijnselen op een periodieke uitwisseling van bewegingsenergie tegen 

potentiele ener -ie in het zwaartekrachtsveld en omgekeerd berusten. 

Hierop wijst ook .iet feit dat de voorkeursperiode van de slingerbeweging. van 

de pakketten (n.l. 27T: 	5 ), dezelfde is als de grensperiode voor ,de- ao- 

gelijldheid van interne golven. Toch moeten de verschijnselen voorshands wel 

onderscheiden worden, omdat re door een beweging van pakketten vel goud reken-

schap van diffusie kunnen geven, doch zulk een diffusie met interne golven 

veel moeilijker verklaard kan vvrden. 

Bovenstaande speculatieve beschouw ineen vormen geen oplossing van 

hot probleem, doch illustreren veeleer de noodzaak van verdere enarnemineen. 

.̀Toer het verkrijgen van een? beter inzicht zal in de eerste el ets 

moeten worden opoe xelderd, welke fluctuaties met rengprooesson samenhengen. 

Dit kan worden uitgemaakt wanneer niet alleen fluctuatie, van een ,-me1'_ieid-

component warden waargenomen, r ~r gelijktijdig fluctuaties b.v. van de hori- 

zontale en de verticale sneiheidecomponent op één plaats, zodat het correlatie-

,roduct ev be_oaald kan worden. .orden ook zoutgehaltefluetuaties gemeten, dan 

kaan evenzo het correlatieproduct sv bepaald worden. Dij de bepaling der cor-

relatieproducten blijkt dan verder welke frenuenties vooral met de overdracht 

van hoeveelheid van beweging samenhangen, en welke frequenties met de over-

dracht van zout. 

Bij de Centrale studiedienst van de Rijkswaterstaat worden met het 

oog hierop momenteel meetinstrumenten ontwikkeld veer het gelijktijdig op  Mn  

praats meten van de ogenblikkelijke smelheidecomponenten, en_ het ogenblikke- 

lu ke zout gehhalte. 

Door zulke metingen te combineren mot metingen van de gemiddelde 

snoiheids- en dichtheidsverdelirag in de verticaal, kan bovendien een directe 

verificatie van de formules voor Di er  Ds  verkregen worden, wat veer van pra.o- 

tiach nut is voor de berekening van de zout- en zoetwaterbeweging bij gegeven 

getijden en bovenafvoeren. 



-23- 

Literatuur:  
L.F. Richardson, Proc. Royal Soc.  Ser. A. Vol. 97, 1920, p. 354. 
L.  Prandil, Vortráge aus dem Cebiete  der  Aerodynamik und verwandten 
Gebiete,  1929. 
J.P. Jacobsen, Rapp. Froc.  Verb.  Réunions Conseil  Perm. Intern.  
Exploration  de la  mer,  Vol. 64, 1930, p. 59  -  68. 

von  Karman, ï;achr.  Ges.  Wiss.  Gottingen,  1930, p. 53  -  76. 
Proo.  3rd  Int. Conan. Appi. Mech., Stockholm, 

1930, P. 03 - 92. 
G.I. Taylor,  Rapp.  Proc.  verb.  Réunions  Conseil  Perm. Intern.  
Exploration  de la  mer,  Vol. 76, 1931, P• 35 - 42. 
K.F. I3owden and J. Proudman, Proc.  Royal  Soc.  Ser. A. 

Vol. 199, 1949, p. 311 - 327. 

J.J. Dronkers, Algemene beschouwingen over zout- en zoetwaterbeweging.  
Pe  rel :e ning sme thoden. 

4b. 



24 

English abstract. 

The paper deals with the turbulence in the movement of salt and 

fresh water, especially in the Dutch estuaries. 

Introduction. 

Three elements in the mechanism of the turbulence are distinguished: 

the turbulent flow, the salinity, and the density. The turbulent flow is the 

main agent of the diffusion of the salt; the alterations in the salinity pro-

duce alteration: in the density; the differences in density are so great'in 

the case considered, that their influence upon the turbulence in the flow is 

considerable. 

We may for brevity identify salinity and density, saying that den-

sity is diffused by the turbulent flow, meaning that density is altered by the 

diffusion of salt by the turbulent flow. 

Distinction is made between the main flow under influence of tides 

and fresh water discharge, and the much more rapid variations of the turbulen-

ce. The main flow is supposed to be varying so slowly, that turbulence may be 

investigated by presuming main flow characteristics independent of the time t 

and of the length- coordinate X. 

The kinematic- geometrical constitution of the turbulence. 

Treatment of the turbulence On the Eulerian plan, by an extension 

of von Karman's similarity theory. 

As by experience the turbulence for great Reynolds numbers is large-

ly independent of viscosity, we neglect viscosity; accordingly  vue  neglect mo-

lecular diffusion and assume constant volume of a .article. The transport of 

density is then exrressed by (3) ( v is instantaneous velocity- vector,p is 

density). 

Simelifying the problem to a two- dimensional form ( z is vertical 

coordinate), and eliminating the pressure ~b , yields (8) ( 	, a2  are acce- 

leration- components, Wy is vorticity in 2:-.Z  -plane). Neglect of accelera-

tions with respect to 
9'  (gradient of gravity) yields (10). 
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:ie  consider turbulence  near a point moving Zith  the r.ia.in elm; this 

~;oint  wo  adopt as origin of the coordinate- system. Den:,áty.a  velocity and 

vo:ct3.cit;► are reselved into mnin flow values ( 3 , U ) which are ertYsan,ded 

irn. MacLaurin series with respect to z , anc, turbulent x'lucttat4on:, ( 5 , U ,  

y  , w ) (`r• (11 ), (12), (13), (15) ). Substitution in (10) and (4.),netainir,g 

only the lowest order terms of the ea?ansions, yicl.:"s (1  G)  and (17). 

:e investigate whether we nay ?resure that turbulence in different 

ci.rccunstnnces \,°i.11 ‘-'evQlon similar to one pattern. Therefore -le ir?txioduce 

scale ooeifi,cients L (length), T (tine), C (velocity), and  D  (density), 

c,nd reduce (1  G)  and (17) to (13) and (19). By Qom aria ; the terms in these 

equations, 	find that turbulence c3evolop, similar to one pattern, only it 

nfcha.rdson'3 para.^eter r (v. (25) )is invariable. .enae we must generally 

presume not ono pattern., but a continuous  rance  o~.' 4-attcrns or which the 

characteristics arc functions of r . 

Az we arc to none Cni;e?nt free  in (Wining ti'í?  -̂,cale  coefficients, 

we define L according t© von, s;4.rman';; formula (26). 74n in the formula for 

the coefficient or diffusion of r,ta'A.ent,xm DZ (coefficient of shehrr stress) 

a function of r is introduced a,s factor (v. (27) ). 	arrive at a. similar 

f .ry  i 	diffusion  	1 	~ 	1"tt formula ~2.~; for the coefficient of 	 . of salt c~e,lsit-T; D3 . s,iw 

theory  doos  not ;rcrvido the form of the functions F and f ; they might be 

deduced omnir icG.]..ly.  

;'ho  ttneoA'y might fail at n r,nnirr,ryam  or at an inflection- point of 

the vertical veloait:-- distribution. '.,o night 	to ,7eal with such r>oints 

by main F ,'+.,~1.Ci f C'o?X)YnfCYIt moreover on a ;haí"^~tQ<' involving l.i l11  . 

A:,wr2d i.l; t o .,-s   n, r.~. 2. Demonstration that variations or volume by molecular 

m.i.â:.iFlr, are aze^aigible when r,usl®oula.r diffusion of salt is negligible. 

:a s lt~ st1.c~.l o i'is `1tt2t r1.oY1 ~ the turbulence. ~P .:..... 	~ 	......  .ot 	 -  ...,.... . 

'::I'eE2tkerit of the turbulence on the Y,ar:rangi321- plan, in the ray of 

:-© consider a parcel of liquid, and for the sake of siu;,~liotty as- 
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some the surrounding liquid to have main flow movement and density. 

The vertical movement of the parcel is exr,ressed by (31), where M 

is mass and J is volume of the paroel, W is a coefficient of viscous fric-

tion, and  Ky  is the resulting pressure- force;  y  is vertical displacement,  

y  is vertical velocity and s is difference in density of parcel relatively 

to the surrounding liquid. The continuity of density (salt) is expressed by 

(32), where  D  is a coefficient for the diffusion of density from the parcel. 

Reduction of (31) and (32) yields (33) and (34.), end elimination of s yields 

(35)• 

The vertical movement • is induced by the pressure-force  Ky  , depen-

ding on the horizontal movement of the parcel. The rizeîtal movement .in 'turn 

is affected by the vertical movement Which carries the parcel to layers with 

other horizontal velocities. It is therefore sensible to trace the tendencies 

of the vertical movement by investigating the free oscillations. 

There is a tendency to aperiodic vertical movements when (36) is 

valid, and a tendency to periodic movements with angular frequency u (v.(38) 

hen (37) is valid. The decay of the periodic movement is  smalle  when (39) is 

valid. 

In case of absence of a density gradient, a tendency to aneriodie 

vertical movements appears to prevail. 

Mow an estimation is made for the viscous friction- coefficient kW  , 

and for the molecular diffusion- coefficient kd  of a spherical parcel with 

radius L, In water. Then by considering the values of the density gradient 

end of von arman's mixing length L as occurring in the Dutch estuaries, we 

arrive at the presumption that a tendency to slowly decrying periodic verti 

cal oscillations may prevail in this case. 

In  cas._  of 	 movement the autocorrelation- function R 

will have a trend like that of fig. 1 , and in case of a periodic movement 

with little decay it will have a trend like of fig. 2; R is defined by (4.c) 

where the bar denotes an average over a number of parcels of equal size and 

in statistically equivalent circumstances. 
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Integration  of (34.) assuming V to be a ,~iven function of time, 

yields an expression (iii) for the coefficient of diffusion of salinity DS 

for all parcels of equal size and in statistically si:.,ilar circumstances; 

here T is a function deduced from the autocorrelation- function R a.ceordinÿ 

to (/+2). 

The horizontal movement of the parcel is expressed by (43) ( u is 

horizontal velocity of parcel relative to the surroundinz liuir1, Kxi resul-

ting horizontal pressure- force). '+s the pressure- forces transeii ; :nergy 

from the horizontal to the vortio 1 movements, mu conceive of Kx  nudely as 

a force opposing horizontal movement u (coefficient k p  ) ; this yields (04.).  

':)y  integration of (44) e arrive at (44.5) to express the coefficient 

of diffusion of momentum Di , for one kimd of parcels, where we encounter 

the function T (v. (.' 2 ) ) 

In case of ;.reáominant apE.riodie vertical movements (v.fig. 1,  •ch.,  

trend of the function T is like in fig. 3. In case of predominant  rex-iodic 

movements with little, decay (fig. 2) the trend is like i,:e. fig. 4 with a  mari-

mum near k = no  (no  :lefined by (39) ). 

Considering that for all parcoas, kd is  locs  Clan, or at most a- 

_ 
	 r• 

a- 

bout c:cAite?1 to k,,, + k p  it an-ears Clot (1.~(, f  will be valid in case od S  i  tie3.ri';  

sore in view of fig. 3. 

In case of ..5 /   being as ,:reat as it uses to be in the Dutch estu-

aries, kw  may be expected to be less than  na  for most parcels, and as kp 

may be e1-•,acted to be of the same oralcr of magnitude  an kw  (v.  nar.  ty; and 

kd  te7 he much less in w:,?ter, c+u arrive at the nlauSi.bi.l`lty of (47) being 

valid in this case, in vie of fi,4>.  li..  

Enu<ation (47) is in agreement with observations of .iaoobsan in the 

Danish waters. 

The result is ex?,laia-iou by considering that pn.1°oeis ï nnderi.nc over 

rather  groet  c;i.otancG3g may appreciably transmit momentum from one layer to 

another. lien the p,~-~oel:, adants its density to the surrounding liquid 

1~- ' kd enr.l1~;, it tends strongly to return to its oY'igigyta.l l.frer, and in d©- 
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ins  so it ultimately transmits salinity only to a small amount. 

It may.  be expected that the difference between Ds  and Di rill be 

less in air than in water, since in air kd ti kr,,, and in water kd  C4 kw  . 

lr.. Densi,t~,,--  ~arAdier.t hánGerrin the  develupent of turbulence. 

Derivation on the Eulerian plan of ia,ylor's condition (4.3) for the 

possibility of turbulence, by formulating that the e»er;y supplied by the tur-

bulent shearing stress(/' must cover at least the increase of rt'avi.ta;ti.an.al  

energy by transport of density in the vertical direction. 

Approach to the same problem on the Iagransian plan by considering 

the power- budget of a parcel. The paved budget  of the rzo~.-i.zonte.7. r.,ovemont is 

expressed, by (49): power raised from the na.in flaw equals 2over dissipated by 

friction plus power invested in the messu:re- field. 

"s larger parcels dissipate relatively  les.;  erer wï' than smaller par-

cels, the former nay be esY,ected to lose  enere,,  in favour o~.~ the latter. Now 

oon.a3.der an zvara:e kind of iercels vhior is significant for the eneru-bud- 

f.-At, so that a  parool  of this kind -rains as much e.ner~nr from other ,. -racl.s as 

it loses e,roers;y to other parcels; ouch a, p~,~oel invests as much po:or in the 

pressure- field by its horizontal movement, as it ...paisos from that f°S.vld by 

its vertical move-lent. The poti: ~er- budget of the vertical movement of such a 

parcel is c7:preseec3 by (50):  pover  raised from the pressure,- fi.a3.û oluals  po-  

t.er dissipated by friction plus rate of increase  of ra.•ritationa.l povont;;,a.]. 

Qnermr. The total 'Dty:'.'er- euk•6e of the oarcol is =pressed by (51). 

A scr<ourid kind of averQce -?arcels is significant for the d3,fftasion of 
momentum, so that for those parcels (52) is valid. 

A third kind of a,vt3rat3 parcels is si2niffcant for the diffusion of 

density, so that for those parcels (53) is valid.  

Dy  tentatively identifying the three kinds or averace rarcels ,.:+e ar-

rive at (52). r:s the dissipation- term Is al°,rars positive, ë?Q may  dodues  (4ü) 
once more; 

In cao of absenao of density clia'feb oracee,  the third  tem in 
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drops out, and as horizontal and  vert  icsl velocity fluctuations are of the same or 

der of magnitude by experimental evidence, kp must be of the same order of magni 

tude as k  . 
Jacobson's observations put in evidence that the two terms in the 

right- hand member of (52) or (51) are crudely of the same order of magnitude. 

Observations in the atmèsphere indicate that vertical and horizontal velocity 

fluctuations are still of the same order of magnitude When there is a density  

radient.  Adopting this likewise as evidence in case of a density gradient  in—
water,  we infer from (50) that kill not amount to more than a few times kw  

5. 2inal considerations. 

Adopting Jacobsen's observations as evidence for atendency to periodic 

turbulent motions, we should expect a period of the order of magnitude of one 

minute to be prevailing in the turbulent spectre. 

Periods of this order of magnitude have boon found, e.g. by noviden 

and Proudman (Lit. 6). An an explanation these authors offer either (a) turbu-

lent eddies with vertical axis and diameters of e.g. 50 or 100 in, or (b) inter-

nal raves. According to the above considerations we nor óffer as a third possi-

bility (c) vertical oscillations of parcels of liquid. 

Adopting the third exrla.nation, we should assume sheet- like parcels 

of longitudinal dimensions of e.g. 50 or 100 m, and a much smaller thickness 

(for the depth is no more than some 10 or 20 m). In order to explain the smal-

ler period oscillations found likewise by Bowden and Proudman, we might assume 

this smaller scale turbulence to be developing irate rally in the shoat- like 

parcels, which are then assumed to be of rather homogeneous salinity. 

There is probably some connection between the oscillating movement of 

parcels and the internal waves; the selective reriod of the oscillations is the 

same as the limiting period for the existence of internal waves. A distinction 

is yet necessary, since we can account for diffusion as a result of oscillations 

of parcels, but we can not well explain diffusion by internal waves. 

Several of the questions discussed can be cleared by measurements of 

local flue-- 
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tuations in salinity, horizontal and vertical velocity, and analysing corre-

lation- products û vv and 5v . 

The Central Research- divisibn of the Rijksw terstaat is rrerarïn 

such an investigation. 
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