haar onderzoek georiénteerd naar de afzonderlijke fun-
deringen voor masten van grote hoogte.

De resuliaten, die tot nog toe door de Commissie op
dit gebied werden verkregen, zijn thans reeds talrijk
en hebben het mogelijk gemaakt een rationele bereke-
ningsmethode voor te stellen voor dergelijke, afzonder-
lijke funderingen.

De onderhavige verhandeling vormt een systema-
tische uiteenzetting van deze methode, samen met de
methode die werd toegepast voor het tot nut maken
van de beproevingsresultaten.

Na het voorwoord en een eerste hoofdstuk dat gewijd
is aan enkele, onvermijdelijke algemeenheden, bepaall
de wverhandeling nauwkeurig het gestelde probleem

(hoofdstuk I1).

Vervolgens worden de principes uiteengezet volgens
dewelke de gegevens opgeleverd door de proeven ten
nutte werden gemaakt, voor het verkrijgen van de net-
to-resultaten, die van de bruto-resultaten worden afge-

leid (hoofdstuk III).

Het vierde hoofdstuk handelt over de sysiematische
studie van een proef op verkleind model van een afzon-
derlijke fundering.

In het vijfde hoofdstuk, wordt aangetoond hoe deze
resultaten verkregen op kleine modellen de berekening
toelaten van de weerstand en van de stabiliteit van de
fundering op ware grootte.

Het zesde hoofdstuk handelt over de stabiliteit van
de afzonderlijke funderingen ten opzichte van de wind.

De veiligheid van dergelijke funderingen, ten over-
staan van een eventuele ontoereikendheid van de weer-
stand van de funderingsbodem, wordt in het zevende
hoofdstuk onder het oog genomen.

Het achtste hoofdstuk onderzoekt enkele_gevallen van
asymmetrie met, als veralgemening hiervan, de methode
voor het berekenen van verankeringsmassieven voor
spankabels.
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Het grensgeval, waarbij de sollicitatie van de fun-
dering zicht beperkt tot een koppel en een vertikale
kracht, zonder horizontale kracht, wordt in het negende
hoofdstuk bestudeerd, hetgeen toelaat de methode uit
te breiden tot fuderingen voor masten van kleine en
middelmatige hoogte.

Tot slot, legt het rapport in zijn conclusies de nadruk
op het feit dat de tot nu toe klassieke methodes voor
het berekenen wvan de mastfunderingen berusten op
onderstellingen waarvan men zeer wel weet dat zij nict
met de werkelijkheid overeenstemmen, die trouwens
langs rechistreekse weg niet te controleren zijn en die,
door een onrechistreekse controle, onjuist worden
bevonden. Deze vaststelling gaf ten andere aanleiding
tot het onderzoek dat in 1943 werd aangevat.

Als bijlage, vat het rapport de algemene beschou-
wingen samen uit het verslag dat in 1950 door het
IW.ON.L. in het licht werd gegeven, en dat thans
trouwens is uitgeput. Hierbij wordt eraan herinnerd
dat Professor E.H. LAMB, M. Sc., vanaf 1931 de nood-
zakelijkheid had vastgesteld om, voor de studie van
de stabiliteit der mastfunderingen, beroep te doen op
proeven op kleine modellen.

De eerste pogingen van LAMB maakten het voor-
werp uit van een mededeling bij de « Conférences I[nter-
nationales des Grands Réseaux ». Zij werden, jammer
genoeg, niet voortgezel en voerden tot geen enkel resul-
taat dat, op het gebied van de praktijk, ten nutte kon
worden gemaakt. Ingaande op dezelfde weg, heeft de
Commissie van de Société Intercommunale Belge d’Elec-
tricité een nieuw proefondervindelijk materieel (machi-
nes en apparaten) uitgedacht, geconstrueerd en in
dienst gesteld.

Zij heeft vervolgens, voor deze nieuwe soort proeven,
proefondervindelijke procédé’s en speciale benutiigings-
methodes uitgedacht en uitgewerkt. Zij heeft, ten slotte.
de resultaten van deze onderzoekingen ter beschikking
gesteld van de bouwers van electrische netten. Deze
resultaten zijn onderverdeeld in zes punten, die het
voorwerp uitmaken van de paragraaf 4 van de bijlage;
zij werden reeds in de praktijk toegepast en hebben
tot belangrijke besparingen gevoerd.

CALCUL D’UNE MAREE SINUSOIDALE SIMPLE
SE PROPAGEANT DANS DEUX DIMENSIONS

par

H. HOLSTERS

Ingénieur des constructions civiles

1. — Introduction

La présente méthode de calcul a été établie afin de
pouvoir répondre a la question suivante : quelle influen-
ce les travaux du plan Delta, consistant en la fermeture
de certains bras de mer, auront-ils sur le régime de la
marée moyenne dans l’embouchure de 1’Escaut Occi-
dental ?

Dans un probléme de ce genre on peut admettre que
la marée ne change pratiquement pas le long d’une
courbe suffisamment éloignée de la source des pertur-
bations. On peut donc répondre a la question si on par-
vient a calculer la marée a l'intérieur de la zone ainsi
délimitée en fonction de la marée le long de la courbe-
limite.

Un calcul de marée peut étre concu de deux facons
différentes.

Dans la premiére conception on part des conditions
initiales et on calcule pas a pas des situations subsé-
quentes. A cette fin on utilise des relations aux diffé-
rences finies provenant de certaines relations différen-
tielles, exprimant les dérivées partielles par rapport au
temps en fonction des dérivées partielles par rapport
aux dimensions spatiales. Une telle méthode devra étre
utilisée quand la marée dépend de forces extérieures
non périodiques.

Dans la seconde conception, la seule qui sera exa-
minée dans cette étude, on considére la marée comme

un phénomeéne purement périodique, a une seule com-
posante sinusoidale, qui dans le cas de la Mer du Nord
sera la marée semi-diurne lunaire M,.

Quand il s’agit, comme dans le probléme du plan
Delta, de déterminer 'influence d’une modification de la
forme du bassin maritime sur le régime de la marée, un
seul calcul ne suffit pas. En effet les relations hydrody-
namiques simplifiées sur lesquelles on devra se baser ne
sont pas suffisamment exactes pour permettre de tirer
des conclusions valables de la comparaison entre une
situation future calculée et une situation existante
observée.

Les calculs doivent donc se faire en deux phases.
Dans la premiére on essaie d’obtenir un modele mathé-
matique se rapprochant suffisamment de la situation
existante. Dans la seconde on refait les calculs en tenant
compte des modifications dont on veut estimer 'influen-
ce. La comparaison des deux régimes calculés permet-
tra alors de tirer des conclusions valables concernant
le comportement de la marée réelle.

Notons qu’il existe des méthodes permettant d’effec-
tuer les calculs de premiére phase, par exemple celle de
PROUDMAN et DOODSON (The Principal Consti-
tuents of the Tides of the North Sea — Philosophical
Transactions of the Royal Society of London — 1924)
et celle de HANSEN (Gezeiten und Gezeitenstrome der
halbtigigen Hauptmondtide M. in der Nordsee — Deut-
sche Hydrographische Zeitschrift — 1952). Mais ces
méthodes impliquent la connaissance des courants mari-
times & l'intérieur de la région considérée. Or dans les
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calculs de seconde phase ces vitesses ne sont plus les
mémes : au lieu d’étre des données elles deviennent
plutét des inconnues a déterminer.

(C’est pour cette raison que nous essaierons dans les
pages qui suivent d’établir une méthode n’utilisant
comme donnée que la marée le long du périmétre ma-
ritime. Nous nous limiterons a Daspect théorique du
probléme. Les calculs numériques, qui rentrent dans le
cadre des travaux de la Commission du Plan Delta du
Département des Travaux publics, feront 'objet de
publications ultérieures.

2. — Relations différentielles

2.1 Equations de mouvement.

2.1.1 En un point quelconque de la mer la marée se
manifeste sous forme d’une variation périodique du
niveau d’eau, accompagnée d’une variation périodique
de la vitesse en grandeur et en direction, cette vitesse
étant en outre variable le long de la verticale du point
considéré. Ces variations comprennent une série de
composantes sinusoidales.

Dans les calculs nous considérons une marée sim-
plifiée dont les éléments sont :

. : variation sinusoidale simple du niveau d’eau par
rapport au niveau moyen, censé étre le méme pour tous
les points de la région étudiée;

u, et v, : composantes sinusoidales simples de la
vitesse moyenne, prises suivant les axes d’un systéme

de coordonnées cartésiennes x, y.

La fonction ¢, représente la marée verticale; u, et v,
sont les composantes de la marée horizontale.

Soit o la vitesse angulaire; on peut alors écrire :

¢y = ¢ cosat + & sinot
U, = u; cosot + u, sinot 2.1.1.a
vV, = Vi cosot + v, sineot

ou &, s, Uy, us, vy, v, sont des fonctions des coordon-
nées spatiales x et y.

On peut vérifier que ¢,, u, et v, sont les parties réel-
les des fonctions complexes :
2 = Ak . 1) &
u = {uy 4 iuy) €10 21.1b

o= (v + 1v) el
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ou de leurs conjuguées :

€ = (& — i) &

o= (u, — iu,) el 2.1.1.c

<1

= (vy — ivy) el

2.1.2 Pour écrire les équations de mouvement a par-
tir des équations hydrodynamiques nous faisons les sim-
plifications usuelles. Nous négligeons la force de Ber-
noulli ainsi que la force centrifuge. Nous introduisons
un frottement linéaire de composantes — p u, et — p v,.
Nous négligeons les forces astronomiques. Enfin de la
force de Coriolis nous ne retenons que les composantes
horizontales « v, et — « u, ou

a = 2o0sing 2.1.2.a

¢ étant la latitude et » la vitesse angulaire de la rota-
tion terrestre; nous supposerons « constant (quoiqu’il
ne serait pas difficile d’établir des formules tenant
compte de la variabilité de «).

En tenant compte de ces simplifications nous trouvons
les formules classiques :

0&: 0 uy
g + —  + puy— av, = o
0x ot
0 & 0y
g = 3 PV + @ u — O 2.1.2.b
oy ot
d & ohu, o2hv,
+ = = o0
ot 0x oy

oli g est Paccélération de la pesanteur et h la profon-
deur sous le niveau moyen.

Si nous remplagons ¢,, u, et v, par les fonctions com-
plexes nous trouvons :

gl + (p—1ig)u—av = o
gl + (p—io) v+ eu = o0 2.12.¢
—oil + (hu)y + (hv), = o

et
gC_ + (p + io) U— @V = ¢
g, + (p+ie)v+aeu=o0 2124
¢i + (hu), + (hv)y, = o

0

ou les indices x et y remplacent les notations

0x
0

et .
oy

Les systtmes 2.1.2.b, 2.1.2.c et 2.1.2.d sont équiva-

lents en ce sens que si {,uetvou {,uetv satisfont a

2.1.2.c ou a 2.1.2.d, leurs parties réelles ¢, u, et v,
satisfont & 2.1.2.b.

2.1.3 Les systémes d’équations du paragraphe pré-
cédent présentent I'inconvénient que chacune des trois
fonctions figure dans chacune des trois équations. Par
un processus indiqué au § 5.1 on peut leur donner la
forme suivante, plus adaptable aux calculs numériques :

o g1l
ve + (p—ia+———) +

p——io‘ gh
p (p—io)?—a®\ /b hy
)(——-Zx +——Zy)+
\h h

p—io (p—io)* + &

[o% 2OZP hx hy
+( + )<—€y_-"“§x =0
p—ic (p—ioc)?*+ o h h

+<1+

2.1.3.a
g
1T —— Ny, AL [(Pflﬂ‘) Cx+aCY]
(p—1i0)? + o?
2.1.3b
g
e [(p —i0) & — ali]
(p—io)?+ o
2.1.3.¢

ou bien, en fonction des conjuguées :

o O'iz.
vi — (p+ia+——)—+
ptioc/ gh

h h

g lptia)f—e®y hs . hy
+(1+ )(—§x+—cy)+--~

p+i0’ (p+i0’)2+012

a 2a0p hy . hy _
o ( + )(—éy—'—Cx
ptiec (ptiec)2+e*/\h h
= o0 2.1.3d

- g — el
1T = — [(p —I_ iU) zx + aCY]
(p+ic)2+ a?
2.1.3.&

g — =
;:.—-—————— [(p + 10') Zy—agx]
(ptic)*+ o
2.1.3%

Si on néglige dans I’équation 2.1.3.a les termes dont
le dénominateur contient (p — i0)? + o, on retrouve
la formule de base de la méthode de Hansen :

o? cil
v+ (p——ia‘|‘—)

p—ia gh
hx a hy hy (24 hx
+ g = —‘>€x +(_+ —)zy = 0
o p—ias h h p—ic h

2.2 Calcul du coefficient de frottement.

2.2.1 D’aprés la formule de Chezy le frotte-
ment est proportionnel au carré de la vitesse. Soit
Wy = A/ u? + v la vitesse réelle en un point quel-
conque. Les composantes de la force de frottement sont
alors

Wy Wy
oUp g € —

C*h CGh

.Vr. 8.

Pour rendre ces composantes linéaires en u, et v, il
faut remplacer la vitesse variable w, par une vitesse
constante w convenablement choisie, et on aura comme
composantes — p u, et — p v, en posant :

p = 2.2.1.a

On peut choisir w de différentes fagons. Le choix le
plus rationnel nous parait celui qui correspond a la
linéarisation selon Lorenz. On prend pour w une valeur
telle que le travail total (pendant une marée compléte)
du frottement linéaire est égal au travail total du frot-
tement quadratique.

A cette hypothése correspond la relation suivante,
ot T = 120 25™1» est la période de la marée :

bt o 22.1b
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En appliquant les formules a, b et ¢ du paragraphe
2.1.1 on trouve pour w, ’expression suivante :

uu + vv\os
W, = (_) [(1 + kcos (20t —2¢)]°°
2

22.1.c

wv — uv\ 21%8

avec k = [1 =12 <—: _)]

uu + vv

2.2.1d

2 (uyuy + viv,)
et tg29 = 22.1.e

2 2 22 2
ul-l-v1 W=

Si nous introduisons cette valeur de w, dans la rela-
tion 2.2.1.b, nous trouvons aprés quelques calculs :

wn + v\ o®
w = (————) . ¥ (k) 2.2.1.f
2

avec
3 9 35

T (kk)=1+—k*+ k* + | IR S
16 1024 16384

22.1.g

Remarquons encore que les formules b, ¢, e et f du
paragraphe 2.1.3 permettent d’exprimer les vitesses en
fonction des ¢, et nous trouverons finalement, en tenant
compte de la relation 2.2.1.a :

p= g :p% . (L+ pv)% (2.C2h)*
c(ao) 8 (1— p2)0s

(Gl G ) ¥ (k) 2.2.1h
ou p = 2ad/(p* + o + o) D2 lon
vE — i (LG — G/ (GO &)

29,1.]

et k* = (1—p2) (1—v3)/(1+ pv)? 221k

Au paragraphe 5.2 nous donnerons quelques indica-
tions supplémentaires concernant I’établissement des for-
mules précédentes.

2.2.2 Dans le cas général la résolution de 2.2.1.h,
qui est une équation en p de la forme p = f (p) se fait
par la méthode d’itération.
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Dans certains cas particuliers cette relation se sim-
plifie, par exemple quand une des vitesses u ou v est
nulle. Pour v. = o on trouve :

2 —

o
[— 0,50 + (0,25 + 64 g* £, 2o/ (9 7 o C* h2))05] . g
999

La formule pour u = o s’obtient en remplagant Zxa
par ¢y ¢y dans 2.2.2.a.

2.3 Eléments de l'ellipse des vitesses.

2.3.1 Soit dans un point 0, OP le vecteur représen-
tant la vitesse locale. Si on transfére I'origine des coor-
données au point 0 les coordonnées de P deviennent :

X = u, y = v

Les composantes u, et v, étant données par 2.1.1.a,
on obtient :

X =u;cosot + uysinot,

y = vicosat + vzsinut.
Eliminons cos ot et sin o t; il vient :

(v2 + vz) x* — 2 (yvy + ugvs) xy

T (@) y? = (v — wve)?

soit, avec les fonctions complexes :

- = = uv — uv)2
vv.x2+uu.y2—~(uv+uv)xy-!—(——)z o
2

ce qui est 'équation d’une ellipse.

Le point P, extrémité mobile du vecteur vitesse, décrit
donc une ellipse.

2.3.2 L’angle ¢/ entre le grand axe de cette ellipse
et 'axe des x se trouve par la relation :

1 uv + uv
¢ = — arctg ——— 2.3.2.a
2 RTp——

=

Si nous exprimons les vitesses en fonction de ¢
cette relation devient :

1 Bty + Bl
+ — arctg ————

2 é'xz'x ) C}Z‘:
2.3.2.b

Le second membre de cette relation est donc la somme
de deux angles. Le premier, toujours compris entre o et

™
— — dépend du frottement p; il est nul pour p = o et
2
pour p = co; il passe par un minimum pour
(04
p* = o — o® et vaut alors —— arctg

2 '\/UT—~ o®

Le second de ces angles dépend uniquement de ;
il donne la direction du grand axe de lellipse des pen-
tes, ellipse qui est formée par un vecteur ayant comme
composantes 0 {,/0x et 0&,;/0y.

2.3.3 Représentons par Wy et Wi les vitesses ex-
trémes, c’est-a-dire les demi-axes de l'ellipse des vitesses.
On déduit immédiatement de la relation 2.2.1.c les for-
mules suivantes :

uu + vv\o®
Wmax — ( _) @ (1 + k)o,s,
2

au + v\ %
Wmin — (— ) . (lﬁk)O’S'
2

En tenant compte de 2.2.1.f ces relations deviennent :

(1 + k)os
Wnmax — W —————— 2534
¥ (k)
(1 — k)os
Wmin = W ———————— 2.3.3.b
v (k)

et par division on obtient pour le rapport des vitesses
extrémes :

Wmax k= k)0'5
(1 — k

Wmin

2.3.3.c

2.3.4. L’heure de vitesse maximum se déduit aisé-
ment de la formule 2.2.1.c; on a en effel otnax = ¢
d’ou en vertu de 2.2.1.e :

1 2 (uguy + vyvs)
towax — et s=———————=rr
2¢ = wtv—wE—v

2.34.a

En introduisant la fonction £ on trouve :

1 2p0
tiax — ——— arctg
2 o 0.2 ol PZ gl a'l
1 2 (élx é2x + Cly CZY)
+ —— arctg
20 b T =5,

2.34.b

Le second membre de cette relation comprend deux

ko
angles; le premier varie entre o et — — quand p varie
2

entre 0 et co; le second donne I’heure de pente
maximum.

2.3.5 Examinons encore le sens de rotation du vec-
teur vitesse. L’angle « entre ce vecteur et le demi-axe
positif des x est donné par

tga = v,/u,
ol v, et u, sont variables avec le temps.

Le sens de rotation dépendra du signe de la dérivée
de ig a.

Si cette dérivée est négative le sens de rotation sera
positif suivant la convention mathématique usuelle
(sens inverse a celui des aiguilles d’une montre).

En développant les formules on trouve que le signe
de la rotation est le méme qui celui de P'expression :

Za(r sz i ijz
—— = LA e
p2+02+a2 zxgx + zyé‘y

2.35.a

Le second membre de cette relation contient deux
termes. Le premier, dépendant de p, tend toujours a
rendre négatif le sens de rotation du vecteur vitesse. Le
second donne le sens de rotation du vecteur pente.
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2.4 Remarques.

24.1 Dans les formules 2.3.2.a, 2.3.2.b, 2.34.a et
2.3.4.b les angles déterminés par la fonction arcig se
situent dans les différents quadrants I (0°—90°),
IT (90°—180°), III (180°—270°) et IV (270° —

360°) suivant la régle :

numérateur de I’argument s 4+ 4+ -
dénominateur de I'argument ke
quadrant < T AT I TV

2.4.2 La direction de la vitesse minimum est perpen-
diculaire a celle de la vitesse maximum; la vitesse mini-
mum se présente un quart de période avant ou aprés
la vitesse maximum.

La vitesse maximum de flot est cette vitesse maximum
qui se présente un quart de période ou moins avant la
marée haute, ou bien moins d’un quart d’heure aprés.

2.5 Conclusion.

Les relations établies dans les paragraphes précédents
donnent la solution mathématique du probléme.

En effet I'intégration de 2.1.3.a ot { est la seule
fonction inconnue — p étant une fonction implicite
de { — permet de trouver la marée verticale. Une
fois £ déterminée les relations telles que 2.1.3.b et
2.1.3.c nous donnent les vitesses u et v. Finalement les
relations établies au paragraphe précédent permettent
le calcul des éléments intéressants des ellipses des
vitesses.

Toutefois il ne s’agit la que d’une solution théorique;
Iintégration de 2.1.3.a est pratiquement impossible dans
le cas général. Pour effectuer les calculs numériques
nous serons obligés de remplacer les relations différen-
tielles établies plus haut par des relations aux diffé-
rences finies.

3. — Relations aux différences finies

3.1 Afin de pouvoir remplacer les différentielles par
des différences finies nous couvrons la zone maritime
qui nous intéresse par un réseau orthogonal. La figure 1
représente un tel réseau.

I est obtenu en tracant des paralléles aux axes d’en-
tredistance L. La ligne I-II-..-XIII est le périmétre
maritime; la ligne 1-10-..-XIIT représente la cote.
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I ¥ 1 2 3 X . 3T

| a e D |

{ }
I 4 5 6 7 8 9 xm

|
I 10 1 12 13 1% |15

b c b”
L
g g 16 17 18 19 20

glet 23 |23

Fig. 1.

En dehors des nceuds ou points normaux tels que
a il existe des neccuds ou points spéciaux appartenant
a une des catégories b, ¢ ou d. Les nceuds tels que b,
b”, ¢, etc. peuvent se ramener aux cas-type par une
rotation convenable des axes des coordonnées.

Notons que parfois il est opportun de représenter la
cote par un polygone moins simple que la ligne a gra-
dins représentée a la figure 1. Des formules a utiliser
dans ce cas peuvent étre établies sans trop de difficultés,
mais dans la présente étude nous nous en tiendrons
aux cas a, b, c et d de la figure 1.

Remarquons également qu’il n’y a pas d’inconvénient
a réduire la longueur de maille localement dans cer-
taines parties du réseau qui nous intéressent particu-
lierement. La méthode la plus simple est de réduire
progressivement en divisant L par 2, par 4, et ainsi
de suite.

3.2 Examinons d’abord le nceud normal a.

Pour localiser les quatre points voisins de a, nous
leur attribuons les indices w (ouest), n (nord), e (est)
et s (sud). Nous pouvons alors représenter les dérivées
d’une fonction quelconque z au point a par les formules
suivantes, qui seront d’autant plus exactes que la
maille L sera plus petite (notons qu’il s’agit d’indices
et non d’exposants) :

0z z® —zv
Zx poe= G

0x 21

01z Z" — 78
7y = =

oy 2L

0%z 0%z PASE Sl U S A
vz = -+ ==

0x? 0y? 1.

Appliquons maintenant les formules 2.1.3.a, b et ¢
et 2.2.1.h au point a, en remplagant les différentielles
par les différences finies, et en adoptant les notations

suivantes :
p
W=0¢—0; N=p—p; §=—;
g
o
T = ==
g
hY — he ht — hs
W=—3 N= ———

16 h o 16h

11 vient alors aprés quelques transformations :

Cw+€n+§e+€s

=
4
72 iCl'ZI.A2
= (0 i )_ ¢
6—i/ 4gh
0 (0 —1)2—7*
+(1 + )(WW 4+ NN) + .....
0—i (§—i)2+ ¢ = =
T 270
( + ) (WN — NV_V)
0 —1 (@—1)% + 7° i
3.2.a
g 1
u = — [— (6 —i) W + 7 N|
20L (0 —1)2 + 7*
3.2.b
g 1
2¢l (8—i)% + «°
3.2.¢

0 = g> . p» . (1 + wv)o . (4Le*C2h)t, 7705,

C(1—p2) %5 . (WW + NN)s . ¥ (k)

3.2d
avec
2+ WN — WN
L = === et 1 e i '—'—_.-———“-_'I’
14 62+ +2 WW + NN
3.2.e

3.3 Considérons ensuite le cas du point b de la figu-
re 1. La formule 2.1.3.a n’est plus applicable directe-

ment parce qu’il manque le point sud nécessaire pour

calculer 92 £/0 y*.

Par contre nous disposons d’une condition supplé-
mentaire résultant du fait que le point b se trouve sur
la cote. En effet la vitesse v est nulle en ce point, ou
bien elle est connue en fonction du ¢ local par une
relation de la forme :

v=11( 3.3.a

si le point b coincide avec 'embouchure d’une riviére
a marée ou d’un bras de mer.

De toute fagon 1’équation :

g
¥ =i [{pesin) G—n bl
(p—1ioc)? + of

soit, avec les notations du paragraphe 3.2,

g 1
T — i [(—i) N+ W]
2L (6 —i)2 + +2

peut étre résolue par rapport a N;

T 2 oL 72
N=— W — [9——i 1= A%
0 —1 g 9 —i

3.3b

ol nous avons écrit V au lieu de v pour faire ressortir
qu’il s’agit d’une fonction connue.

Comme on a N = £ — {5, on trouve immédiatement
pour le £* manquant :

T 2Lcr T~
N W + (0—i+ )V
6 —i g f—1
3.3.c

3.4.1 Par la formule 3.3.c le cas b est ramené au cas
normal. Il y a toutefois une difficulté. En effet le point s
est un point fictif situé a Dintérieur des terres. Pour
pouvoir appliquer la formule 2.1.3.a il faut encore se
donner la profondeur h® permettant de calculer la déri-
vée hy. On peut prolonger la pente (h — h*) /L existant
devant la céte, ce qui donnera h® = 2h — h®. Mais
quand la pente est forte, et la profondeur h petite, la
profondeur h® peut devenir négative, ce qui est assez
génant.

Une autre possibilité est de prendre, pour des raisons
de symétrie, h® = h", ce qui donne hy = o.
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On peut méme aller plus loin dans cette voie et admet-
tre également h, = o. Il est vrai que 'on commet ainsi
une certaine erreur; mais celle-ci est limitée a une bande
de largeur L./2 le long de la céte et on peut rendre son
influence aussi petite que I’on veut en réduisant la lon-
gueur de maille L.

L’hypothése hy = h, = o conduit aux formules
suivantes :
zw + 2 gn _l’_ ée T2 0_2 L2
— ~-~:'(0——~i+~~—) '
4 0—i/4gh
]. T L ag 72
+ —_ W + (ﬁ—i—i— >V
4 6—i 2¢g 6 —i
34.1.a
g T
= —— W + \Y 3.4.1b
2Lo (6 —1i) 0—1i
Remarquons encore que quand V = 0, § peut se
calculer par la formule :
6* = — 0,50
+ (0,25 + 16 g* WW /(9 =% o* C* h2 1.2) )05
3.4.1.c

déduite de 2.2.2.a.

3.4.2 Pour appliquer la formule 3.3.c dans le cas ol
le neud considéré coincide avec I’embouchure d’une
riviére & marée il faut connaitre V.

On sait que si 'on fait abstraction du débit d’amont
le régime d’une riviére & marée est complétement déter-
miné par la marée verticale a I'embouchure. Si Q est le
débit et ¢ la marée verticale a I"embouchure il existe
donc une relation :

Q= ¥ {£),
d’ou 'on déduit :
¥

V=—1( 34.2.a
Lh

L étant la longueur de maille et h la profondeur de
la mer & 'embouchure de la riviére.

Remarquons en passant qu’il est opportun de choisir
localement une longueur de maille correspondant a peu
prés a la largeur réelle de la riviére.
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Pour trouver la relation Q = f () on peut procéder
soit par cubatures, soit en calculant la marée fluviale
par une des méthodes classiques.

Souvent on pourra se contenter d’une seule cubature,
ou d’'un seul calcul de marée, se rapportant au régime
de la marée moyenne. Soient Q,, et Z,, les composantes
M2 de la marée moyenne horizontale et verticale; on
prendra :

V=_—¢
Lh

3.4.2.b

si le module de ¢ ne s’écarte pas trop de celui de &,,.

En appliquant la formule 3.4.2.b, la relation 3.3.c
devient :

.
&=+ \
0 —i
2ai 72 Qn
+ — (0~i+ )—
gh 0—i/) &n

34.2.c

3.5 Pour ramener le cas ¢ de la figure 1 au cas nor-
mal nous calculerons de nouvelles valeurs ' et &% en
considérant le cas ¢ comme étant la moyenne des trois
cas ¢y, ¢y et cs représentés a la figure 2.

n n n n
w———}—e w%e WWLme w"—~—%~e
L
S S S
(o C1 c3

i
s
9

Fig. 2.

D’aprés 3.3.c nous aurons, avec V.= 0;

T

cas ¢ O = & +

— {£7—{%)
6 —i

T
cas ¢z &= f° +

(&~ —Z=)
§—i

la seconde de ces formules étant obtenue en donnant a
'axe des x l'orientation ns et a 'axe des y l'orienta-
tion we.

Prenons maintenant la moyenne des cas c;, ¢, et cs
pour ce qui concerne les points sud et ouest :

2 1 1 T
=t =0+ — (& —29
3 3 3 0—i
3.5.a
2 1 1 T
é/w — gw _|_ L ek ge + o (Cn __gs)
3 3 3 6—i
3.5.b

Par les formules 3.5.a et 3.5.b le cas c est ramené
au cas général. En faisant comme au paragraphe 3.4.1

I’hypothése simplificatrice hy, = hy = 0 la formule
3.2.a devient :
"2 280+ &0
=
6
7.2 0.2 L2
i (6 —i+ ) &
§—i/4gh
1 T
+ — (W + N) 3.5.c
12 6 —1

3.6 Il ne reste plus que le cas d de la figure 1. La
vitesse étant en méme temps normale aux deux axes
doit nécessairement étre nulle. Les formules 2.1.2.c don-
nent alors immédiatement :

&L =8 =0 dou &Y = (et = 5
et 3.2.a devient (avec § = 0) :

Cn+€w O_ZLZ B
SRS o= oy (e E 3.6.a
2 4¢gh

3.7 L’introduction des différences finies dans les rela-
tions différentielles établies au paragraphe 2.3 nous
donne les formules suivantes pour les éléments des ellip-
ses des vitesses :

— direction de la vitesse maximum :

1 2746
¢ = — — arctg ———
2 1+ 62—+

1 WN + WN
+ — arctg — =5 3.7.a
2 NN —WW

— heure de la vitesse maximum :

1 246
tmax = — arctg —————
2¢ 1— 62—+
1 2 (W,W. + NiN.)
-+ arctg
20 W§+Ni—~W§—N§
3.7.b
— sens de rotation du vecteur vitesse :
27 WN — WN
signe d¢® — ———— + iT-:
1 == §% = 7% WW + NN
3.7.c

4. — Application des formules aux différences
finies au calcul de la marée

4.1 Mise en équation

Soit un réseau tel que celui de la figure 1 compre-
nant r points intérieurs.

Pour chacun de ces points on peut écrire une équa-
tion en { par l'application d’une des formules 3.2.a,
3.4.1.a, 3.5.c ou 3.6.a suivant le cas.

Considérons a titre d’exemple le point 2; nous
aurons :

gl + CVII _+_ §3 + ZG

4
s fz (029 C25 €17 g‘VII’ é’37 §6)7

la fonction > (ou le chiffre 2 est un indice, et non un
exposant) groupant les termes du second membre de
3.2.4.

Notons que V™ est une quantité connue (condition
a la limite), et que 6 est une fonction des ¢ par la
relation 3.2.d, de sorte que 'on peut poser :

fz (027 C?—’ él9 éVIIO 539 és) = 82 (527 €l7 €37 56)7

Notre équation devient alors :

1 1 1
L RN VNS . SO
4 4 4
1
= e (&, 8, &) + Z v Ad.a
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Pour chacun des autres points on peut écrire une
relation analogue, et toutes ces relations peuvent étre
réunies dans un systéme de la forme :

j=rt
5248 =¢ (J) + b 4.1b
Bty

Si on considére les ¢! comme étant les composantes
d’un vecteur Z, les e! comme étant les composantes d’un
vecteur E, et si B est un vecteur groupant les b?, on peut
mettre ce systéme sous la forme :

AZ =E + B 4.1.c

ol A est la matrice des coefficients a'l.

Notons que ce systéme n’est pas linéaire, les compo-
santes e du vecteur E étant des fonctions non-linéaires

des Z.
4.2 Solution du systéme d’équations.

En se basant sur des considérations d’ordre général,
on peut montrer que le systétme 4.1.c peut étre résolu
en utilisant une formule de récurrence du type :

Zo,1 — 2y, = Ty Fy 4.2.a

ot T est une transformation linéaire convenable-
ment choisie, F un vecteur satisfaisant a la relation
F=—AZ + E + B, et ou I'indice n signifie «la

valeur a la n-iéme approximation ».

Ainsi, si nous posons T = I, ou I est une matrice
carrée de rang r avec a;; = 1 pouri = jeta;; = 0
pour i %= j (matrice d’identité), la formule 4.2.a
devient :

Zoii= (I —A) . Z; + E; + B 4.2.b
formule de la méthode dite « d’itération ».

Une autre possibilité consiste a poser T = —
(— A + H)%, les éléments de la matrice H étant les
dérivées partielles 0 ei/a &i.

La formule 4.2.a donne dans ce cas :

o1 —Zy,=— (—A+H)* . F, 4.2.c

formule de la méthode dite « par approximations suc-
cessives ».

Quand le nombre d’inconnues r est important aucune

de ces deux méthodes ne s’avére pratique, 'une étant
trop lente et 'autre trop compliquée.
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Une méthode intermédiaire, qui a donné des résultats
relativement satisfaisante consiste a poser :

T = A

d’ou la formule :

Zo.1 = A*E;, + A*B 4.2.d

Si nous remplagons n par n— 1 dans cette relation
nous trouvons :

Z, = A'Ey,-, + A*B,
et par soustraction :

Zn+] —Zn = A_l 2 (En—Envl)
4.2.e

Pour effectuer les calculs on part d’une valeur esti-
mée Z, et on calcule :

Z, = A" E, + AB.

Ensuite on calcule successivement :
Z,— 7, = A1 . (Ey — E,)

et Zo = Zy + (Zo — Z4)

Z, — 7, = At. (E;, — E))

et 23 E= Zz + (Z‘i ey ZZ)

jusqu’au moment ot Z,,, — Z, devient négligeable.

L’avantage de cette méthode réside dans le fait que
le calcul assez ardu d’inversion de matrice ne se fait
qu’une seule fois. En plus la matrice inverse A~* dépend
uniquement de la forme géométrique du réseau, et peut
donc étre réutilisée quand les autres données du pro-
bléme — par exemple les conditions aux limites —
changent.

4.3 Calculs numériques.

En principe la méthode de calcul est congue de fagon
a pouvoir effectuer les opérations numériques au moyen
de machines de bureau normales, soit en opérant avec
les nombres complexes tels quels, soit en scindant les
parties réelles et les parties imaginaires.

A partir d’un certain nombre d’inconnues la proba-
bilité de faire des erreurs devient toutefois si grande
qu’il est plus rentable d’utiliser des machines digitales
plus perfectionnées.

Signalons encore que dans certains cas ['utilisation
de méthodes analogiques peut étre énvisagée. Par exem-
ple I'inversion de la matrice A peut facilement étre réa-
lisée en analogie rhéostatique.

4.4 Unicité de la solution.

On peut se demander si la fonction Z qui satisfait
au systéme 4.1.c est bien la seule possible.

Supposons d’abord que le systéme soit linéaire, c’est-
a-dire que le coefficient de frottement 6 soit indépen-
dant de Z. Dans ce cas il ne peut y avoir qu’une seule
solution avec les conditions aux limites données. S’il y
avait deux solutions Z et Z’, la différence Z — 7’ serait
une solution du systéme correspondant a des conditions
aux limites nulles. Cette solution représenterait une
oscillation libre du systéme physique, en d’autres ter-
mes un mouvement périodique n’absorbant pas d’éner-
gie. Or le {frottement est toujours différent de zéro et
il y a donc toujours absorption d’énergie. Les deux solu-
tions Z et Z’ doivent donc &tre identiques.

En réalité le coefficient de frottement n’est pas une
constante, mais il dépend de la fonction ¢. Ceci provient
du fait que le frottement est une fonction quadratique
de la vitesse, ce qui pourrait faire supposer l'existence
de deux solutions différentes.

Mais, en fait, une de ces solutions est écartée d’office
par ’hypothése, conforme d’ailleurs a la réalité, .que le
frottement s’oppose au mouvement.

La solution du probléme est donc bien unique, méme
si 'on tient compte de la non-linéarité du frottement.

5. — Notes annexes
5.1 Transformation des équations de mouvement.

Les équations :

gé + (p—ioc)u—av=0 5.la
(ou 2.1.2.c)
g+ (p—ioc) v+ au=0 51b

du paragraphe 2.1.2 forment un systéme en u et v dont
la résolution donne :

g
u=— —————— [(p—io) &t aly]
(p—iu)® + o

5.1.c (ou 21.3.b)

o

NN | S 0 O T

(p—io)? + a?
5.1.d (ou 2.1.3.c)

Effectuons les opérations suivantes; dérivation de
5.1.a par rapport a x, de 5.1.b par rapport a y, et addi-
tion; ensuite dérivation de 5.l1.a par rapport a y, de
5.1.b par rapport a x, et soustraction; il vient :

gyl + ups -+ v py + (p—1io) (ux + vy)
+ a (uy—vy) = 0 5.1.e

upy — vox + (p —ia) (uy—vy)
— (ux + Vy) = 0 5.1.f

D’aprés 2.2.1.a on a :

Wy hy Wy h,

P = —p——1 = = ——
w h w h

Généralement les deux termes des seconds membres
de ces relations sont négligeables. Mais dans certains
cas, surtout prés de la cote, les termes en hy et hy ne le
sont plus. C’est pour cette raison que nous conserverons
px €t py dans nos formules, tout en leur donnant la forme
simplifiée :

h, hy

fis = ~——¢ py = — —p
h h

Notons que I’équation 5.1.f permet le calcul de la
rotation uy — vy :

a U py —V px
By — Vg — (ux 76 V.") i
p—ico p—ic

et on peut donc remplacer 5.1.e par :

P (44
vt — - [ ———n)
h p—io
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«
- (hy + hx) V]
p—ic .

aZ

T (ph—io‘f‘ )(ux+vy):0

p—1ia

S.l.g
De I’équation de continuité :

—oil + (hu)y + (hv)y, = 0

on tire

et équation 5.1.g devient :

o Z
gA§+oi(p—i0+ )___
p—ia/ h

u o ap
o [(2p*i0’+ )hx— hy]
h p—iao p—io

v o
——[(2p*ia = )hy

ap
=t hx:I = o0

p—io

I1 ne reste plus qu’a remplacer u et v par leurs valeurs
S5.1.c et 5.1.d pour retrouver la formule 2.1.3.a. L’équa-
tion conjuguée 2.1.3.d s’établit facilement en remplacant
les fonctions complexes par leurs conjuguées, et en
changeant le signe de i 12 ol ce symbole figure expli-
citement.

5.2 Calcul de 6.

En utilisant les formules 2.1.1.a on trouve, aprés quel-
ques calculs algébriques :

2 2 2 2
u]-{—v1+u2-|-v2

wi = u’i + VIQ. =
2
1
+ [(ui—l-vf—ug—vg)2
2

+ 4 (uwuy + vive)2]%% . cos (20t — 2¢)
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én posant :
2 (uuz + vyvs)
2¢ = arctg
3 RIS (R}
u? + Vo =
) 41 (U1V2 == U2V1) 2
Soit encore k* = 1 —

’
2 2 2 2) 2
(u? + w2 + v+ v2)
k2 b itif pl i égal a 'unité
est un nombre positif plus petit que ou égal a I'unité.

Ceci résulte de l'identité, facilement vérifiable :

(uf +Vi—ui—v))® + 4 (mu, + vava)®

= (@ + w4+ v+ v —4 (uve —upvy)?

= (@+u+v+v) (1—k) 5.2.

En effet, si k* était plus grand que I'unité, le premier
membre de cette relation deviendrait négatif, ce qui est
impossible (somme de deux carrés!).

Nous pouvons maintenant écrire :

Wy —

(uf + u? + V24 v2 )"'5
2

[I1+kcos (20t—2¢)]%®

soit, avec les fonctions complexes :

w, =

uu + v\ %°
( ) [1+kcos (20t—2¢)]%°
2

52.b

Cette formule montre clairement comment w, varie
avec le temps. Pour trouver une valeur moyenne w cor-
respondant a I’hypothése de Lorenz, nous partons de la
relation; « travail total de frottement linéaire = travail
total du frottement quadratique ».

Le frottement linéaire étant proportionnel a w, . w,,

le travail total sera proportionnel a [ w.w,.w,.dt.
Le frottement quadratique étant proportionnel a

w, . W, le travail total sera proportionnel a
[ we . w,.w,dt, dot la relation :

w [W; fipes [w‘i dt 5.2.¢

Comme ces intégrales sont a prendre sur une période
entiére, 'origine des temps peut étre prise arbitraire-
ment, ce qui permet de supprimer 'angle 2 ¢ dans la
formule 5.2.b.

Le calcul de la premiére intégrale de 5.2.c n’offre pas
de difficultés. Pour ce qui concerne la seconde on

écrit :

(uu + vv, 1°

) (1+B)
2

ot B est la quantité k cos 2 o t, plus petite que l'unité.
Ensuite on développe (1 + B)*® en série suivant la
formule :

SAMENVATTING :

3 3 3
1+p» =1+ —p +—p2——p + ...
2 8 48

apreés quoi on effectue 'intégration.

Comme résultat final on trouve :

uu + vv\%°
w = (————) ¢ (k) 52.e
2
] q 35
oun ¥ (k) =1+ —k? + Kt | R
16 1024, 16384

Le passage des fonctions u et v & la fonction { se fait
au moyen des formules 2.1.3.b, 2.1.3.c, 2.1.3.e et
2.1.3.1.

BEREKENING VAN EEN TWEEDIMENSIONAAL
ENKELVOUDIG SINUSOIDAAL GETI]

De getijbeweging in een tweedimensionaal gebied,
opgevat als een zuiver sinusoidaal verschijnsel (M2
getij), kan worden behandeld als een randwaardenpro-
bleem. De gegevens van het vraagstuk zijn dan het ver-
tikaal getij langs de zeewaartse perimeter van het be-
schouwde gebied en de voorwaarde dat de normale
stroomsnelheid gelijk is aan nul langs de kust wanneer
deze gesloten is. Eventueel worden deze gegevens aan-
gevuld, ter hoogte van de monding ener tijrivier, door
een betrekking tussen het plaatselijk vertikaal getij en
de plaatselijk in- en uitstromende debieten.

Om tot de oplossing van dit vraagstuk te komen wor-
den wooreerst de bewegingsvergelijkingen opgesteld
onder de vorm van partiéle differtiaalvergelijkingen.
Daarna worden deze omgevormd tot differentie-betrek-
kingen geldig in de knooppunten van een orthogonaal
mazennet dat het te beschouwen gebied bestrijkt.

Door deze betrekkingen achtereenvolgens in al de
inwendige knooppunten toe te passen verkrijgt men een
stelsel vergelijkingen waarin enkel als onbekenden voor-

komen de kenmerkende grootheden van het vertikaal
getij.

Dit stelsel wordt opgelost door middel van een itera-
tie-methode.

Eens het vertikaal getij gekend in al de inwendige
punten kan men overgaan tot de berekening der ele-
menten der snelheidsrozen; grootte en richting der
maximum- en minimumsnelheden, tijdstip van het
optreden dezer extremale snelheden.

De uiteengezette methode kan bijvoorbeeld worden
aangewend voor het berekenen van de invloed der
ajdamming van tijrivieren of zeearmen op het tijregime
in de omgeving. Het gebied wordt groot genoeg geko-
zen om redelijkerwijze te mogen aannemen dat het
vertikaal getij langsheen de zeewaartse perimeter nage-
noeg onveranderd blijft. De vergelijking der berekende
toestanden voor en na laat dan toe de grootteorde van
de door de afdamming veroorzaakte perturbatie te
schatten.
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