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MATHEMATICAL MODELLING OF MEANDERING RIVERS

Many mathematical models that describe meandering rivers can
be found in literature (CHANG et al. (1984), ODGAARD (1986).
SMITH (1984). These models however have no predictive power,
i.e. they cannot be used to predict the dimensions of a developing
meander. In this paper we present a simulation model to estimate
characteristic parameters of meandering river systems. By means

ofthese parameters, géomorphologie characteristics ofa meander
can be predicted. It should be noted that this study is focused to-
wards the prediction of a stable meander, meaning that the mean-
der will not expose significant morphological changes. The model
also allows the calculation of sediment transport in the meande-
ring river.

1. INLEIDING

In het kader van de landinrichting in het al-
gemeen en het hvierherstel in het bijzonder
is er een groeiende belangstelling ontstaan
voor het behoud van meanderende water-
lopen en het hermeanderen van rechtge-
trokken waterlopen. Een meanderende wa-
terloop is een waterloop die zich min of
meer bochtig door bet landschap slingert.
Men is dus niet enkel geinteresseerd in een
zuiver mathematische beschrijving van een
meanderende rivier, maar tevens in model-
len waarmee men toekomstige meanderdi-
mensies kan voorspellen. In deze bijdrage
ontwikkelen we een voorspellend model
voor stabiele meanders. Hierin wordt aan-
getoond dat aan de hand van een reeks
gekende parameters van de rechte water-
loop, de dimensies kunnen berekend wor-
den van de eventueel aan te leggen mean-
ders. Hierbij dient wel benadrukt te worden
dat de bekomen resultaten een zuiver repe-
titief meanderbeeld zullen opleveren, wat in
de praktijk zeker niet gewenst is; De gevon-
den resultaten dienen dan ook meer ais
aanwijzing omtrent de afmetingen en vorm
van de aan te leggen bochten of beter, ais
een soort gemiddelde waarrond de werke-
lijke afmetingen zullen schommelen. In de
praktijk zullen de dimensies in de meeste
gevallen toch aangepast moeten worden
aan onder andere natuurlijke hindernissen
en bestaande kunstwerken.

2. DEFINITIES
Alvorens het model toe te lichten is het no-

dig veel terugkerende benamingen kort te
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beschrijven. In figuur 1 zijn de meest ge-
bruikte termen aangegeven.

Ais ruwe benadering voor de vorm van een
meander kan men een sinusfunktie aanne-
men. Onder sinuositeit verstaat men de
verhouding tussen de werkelijke rivierleng-
te en de valleilengte of met andere woor-
den tussen de booglengte van een volledi-
ge periode en de meanderlengte (golfleng-
te). De sinuositeit is een goede parameter
om het meanderend karakter van een rivier
te karakteriseren. Men kan de meander-
vorm benaderen door een kromme rond
een reeks cirkels. Liggen de middelpunten
van die cirkels op een rechte dan is de si-
nuositeit gelijk aan de omtrek van een cir-
kel (jr.d) gedeeld door de golflengte’ (2.d)
wat gelijk is aan k2 of 1,57. In sommige

gevallen spreekt men pas van een mean-
derende waterloop ais de sinuositeit groter
is dan 1,5 (BOUWKNEGT EN GELOK.
1992a). Bij gebrek aan uniformiteit in de
geraadpleegde literatuur wordt hier voor de
benaming 'meander' geopteerd.

De hoek 2% tussen de twee loodlijnen op
de raaklijnen in twee opeenvolgende kruis-
ingen wordt de booghoek genoemd. De
waarde van deze hoek kan nuttig gebruikt
worden ais men een schets van het mean-
derpatroon wenst te maken.

3. HET WISKUNDIG MODEL
Voor het opstellen van het model werd uit-

gegaan van de volgende basisgegevens:
» bestaande afmetingen van de dwarssekties:

Fig. 1: Belangrijkste definities in verband met meanders.
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Fig. 2: Schematische voorstelling van de dwarssektie van een waterloop.

Br

* bestaand bodemverhang (van de rechte
waterloop);

* huidige + toekomstige afvoeren in funktie
van bepaalde retourperioden;

+ Dso: gemiddelde korreldiameter van het
bodemmateriaal.

In volgende onderdelen zal in grote lijnen
de opbouw van het model en de gebruikte
formules verduidelijkt worden.

3.1. Berekening van de waterhoogte bij
eenparige stroming

We veronderstellen dat In de waterloop
eenparige stroming heerst en dat dus
S0=8,

Er wordt uitgegaan van de formule van
Manning:

U=1- Rag3-S, 2 h

met
U = gemiddelde stroomsnelheid [m/s]
n= Manning-n

R= hydraulische straal [m]
S,- wrijvingsverhang [-]
SO= bodemverhang [-]

Door linker en rechter lid te vermenigvuldi-
gen met de oppervlakte van de natte sektie
en R te vervangen door A/P bekomt men:

Q=1 Aof 8 b (3

met
Q = debiet van dewaterloop [m3/s]
A = oppervlakte van de natte

sektie [m2)
P = natte omtrek [m]

Ter verduidelijking worden In figuur 2 de ge-
bruikte grootheden in verband met de
dwarsdoorsnede van de rivier schematisch
voorgesteid.

Indien we niet beschikken over gemeten
waarden van de hoogte van eenparige be-
weging h dan zijn we genoodzaakt om via
iteratie deze te bepalen. Daar men uit de
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kennis van het debiet en de waterhoogte In
staat is om de gemiddelde stroomsnelheid
U te bepalen, kan men door middel van de
formule van Darcy-Weisbach de friktlefaktor
f berekenen. De waarde van deze frrktlefak-
tor hebben we nodig om bepaalde formules
te kunnen toepassen zoals verder zal blij-
ken.

Si =171 met D = 4R voor open kanalen (3)
D.2.g

f= A

u2

waaruit volgt dat :

3.2. Berekening van de meandervorm en
zijn afmetingen

Algemeen kan gesteld worden dat een
meander kan beschreven worden door een
schaalparameter (b.v. de booglengte) en
een vormparameter (b.v. de booghoek).

Uit waarnemingen en mathematische be-
schrijvingen van bestaande meanders kon-
den LANGBEIN en LEOPOLD (1966) be-
sluiten dat de meandervorm algemeen kan
voorgesteld worden door een slnusgegene-
reerde kurve. Deze kurve wordt ais volgt
beschreven;

2-7i.s

6 = ft,. sin (5a)
M
=1 GB2+*+5 (5b)
fc ds Re M
met —= (5¢)
Rc M
met
= de helft van de booghoek ]
e = hoek tussen de raaklijn aan de
kurve en de horizontale =
s = afstand gemeten vanaf een

bepaald gekozen referentiepunt [m]
M = booglengte, totale lengte van

1 periode gemeten langs de

middellijn van de waterloop [m]
rc = kromtestraal aan de kurve

behorend bij bepaalde waarde

van e [fn]
Rc = kromtestraal aan de kurve
behorend bij n0 [m]

De kurve kan men konstrueren door s sys-
tematisch met eindige stapjes ds te laten
toenemen en daarbij telkens Hte bereke-
nen. De elementaire toename van s wordt
hierbij ais een recht lijnstuk getekend dat
een hoek maakt met de horizontale van 't
graden.

Bij de beschrijving van bestaande mean-
derpatronen beschikt men over waargeno-
men waarden van de booglengte M en de
hoek ft,. Dit is bij het a priori beschrijven
van een aan te leggen meander niet het
geval. Daarom werd gezocht naar formules
waaruit men de onbekenden kon afleiden.

Volgens LANGBEIN en LEOPOLD (1966)
werd proefondervindelijk vastgesteld dat
men in de meeste gevallen kan schrijven:

00=2.2.V h (6)

Hierin komt een nieuwe onbekende voor,
namelijk de golflengte /. zodat bijkomende
vergelijkingen nodig zijn. Uit een nomo-
gram van CHANG (1984) kan men afleiden
dat er een vast verband bestaat tussen

Fig. 3: Voorstelling van het maximaal bodemdwarsverhang voorbij de apex van de bocht.
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enerzijds de verhouding M/h en anderzijds
de friktiefaktor f van Darcy - Weisbach.
Voor de diskrete waarden van M/h met de
overeenkomstige f-waarden werd hel ma-
thematisch verband tussen beide groothe-
den vastgelegd door middel van niet lineai-
re regressie. Dit leverde het volgende ver-
band tussen beide met een R2-waarde van
99,9%:

A = 50,73.f-°-4513 @

Door IKEDA et al. (1981) werd proefonder-
vindelijk een verband opgesteld tussen A
enerzijds en f, b en h anderzijds :

i =s.V7J )

Ais men vergelijking 6, 7 en 8 bekijkt zien
we dat er 3onbekenden zijn, namelijk A fip
en M.Dit stelsel van drie vergelijkingen kart
numerisch worden opgelost. De waarden
van b. h en f zijn bekend. De verhouding
A/h is bijgevolg gekend uit vergelijking 8.
Uit vergelijking 7 kan men M/h berekenen.
Uit de kennis van A/h en M/h kan men h eli-
mineren zodat A/M gekend is. Substitueert
men dan deze waarde in vergelijking 6 dan
bekomt men tt,.

3.3. Bodemdwarsverhang in funktie van
de plaats langs de meander

Ten gevolge van de stroming in bochten
vertoont het bodemprofiel een verhang
dwars op de stroomrichting en wel zo dat
de binnenbocht aangezand wordt terwijl de
buitenbocht weggeérodeerd wordt. De hier
gebruikte methode om het ontstane dwars-
verhang mathematisch te benaderen wordt
beschreven in ODGAARD (1981). Figuur 3
toont het berekende dwarsprofiel net voor-
bij de apex van de bocht (plaats met klein-
ste kromtestraal). Op de x-as van de gra-
fiek vindt men de kromtestraal van de
stroomlijnen in de beschouwde sektie ter-
wijl de y-as de eigenlijke diepte van de wa-
terloop weergeeft t.o.v, de waterspiegel. Er
dient we! opgemerkt te worden dat de
plaats met het grootste bodemverhang ge-
legen is voorbij de plaats met kleinste
kromtestraal in de richting van de stroming.
Men spreekt over een defasering tussen
enerzijds de rivierbedding en anderzijds de
waterstroom.

3.4. Sedimenttransport

Voor het inschatten van het sedimenttrans-
port in een meanderende waterloop zijn de
formules van Engelund-Hansen (1967) en
van Ackers-White (1973) het best geschikt
gebleken. De formules worden hier niet ex-
pliciet aangehaald daar ze toch letterlijk
toegepast werden. Het model houdt reke-
ning met beide formules en geeft het sedi-
menttransport weer in m3s voor de be-
schouwde waterloop.

4. EVALUATIE VAN HET MATHEMA-
TISCH MODEL EN TOEPASSING

Om het model toe te passen is het noodza-
kelijk om over voldoende afvoergegevens
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Fig. 4: Flow-chart van het komputerprogramma.
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te beschikken. De berekeningen steunen
namelijk op het 'maatgevend debiet’, Vol-
gens BOUWKNEGT et al. (1992b) hebben
de frekwent voorkomende lage afvoeren
weinig invioed op de meandergeometrie
maar veeleer op het sedimenttransport. De
minder frekwent voorkomende hoge afvoe-
ren daarentegen bepalen in grote mate de
meandervorm. Het maatgevend debiet kan
geschat worden tussen de afvoer die één-
maal per jaar voorkomt en de gemiddelde
afvoer. Een betere schatting van het maat-
gevend debiet is onderwerp van verdere
studie.

Figuur 4 toont een flow chart waarin het be-
rekeningsprincipe van het mathematisch
model wordt geillustreerd. Het eigenlijke
verloop van het programma is enigszins
komplex en wel om volgende reden: ais
men de meanderparameters begint te bere-
kenen start men vanuit een recht kanaal
met bodemverhang SO. Maar na het bere-
kenen bekomt men een meanderende wa-
terloop waarvan de bodemhelling gewijzigd
is. Het is dus duidelijk dat men ook hier ge-
noodzaakt zal zijn om op iteratieve wijze de
berekeningen uit te voeren.

Men vertrekt dus met een rechte waterloop
met sinuositeit gelijk aan 1 (sinuo = 1). Ver-
volgens berekent men de bodemhelling.
waarmee men in het programma gaat reke-
nen, ais zijnde het quotiént van S0 en de si-
nuositeit. Na het berekenen van de mean-
derparameters bekomt men een nieuwe
waarde voor de sinuositeit, waarmee men
een nieuwe bodemhelling berekent (Snew).
Men vergelijkt nu de nieuwe bodembhelling
snew met S. Ais het verschil groter is dan
een bepaalde gekozen drempelwaarde,
dan begint men opnieuw met de bereke-
ning van S (nu met een andere waarde
voor de sinuositeit). In het andere geval
wordt het bodemdwarsverhang en het sedi-
menttransport berekend waarna de scher-
moutput gegeven wordt. Deze schermout-
put bestaat voor het grootste deel uit cijfer-
matig materiaal waarmee men bij machte is

om het meanderpatroon met bijhorende af-
metingen te schetsen. Het programma zelf
is in staat om een schets te genereren.

Het komputerprogramma werd geschreven
met de bedoeling om de toekomstige me-
andering van een deel van de Lossing (Op-
winkel) te beschrijven. Om het programma
op zijn geldigheid te testen liet men de me-
anderdimensies berekenen van een geken-
de meanderende waterloop (de Aa) uit-
gaande van de gedachte ais zou de water-
loop initieel recht zijn. Daartoe werd het ge-
meten wrijvingsverhang van de kronkelen-
de waterloop omgerekend naar dat van een
rechte waterloop met zelfde begin- en eind-
referentie om ais input te kunnen dienen.
De belangrijkste gemeten inputs van de
kontrole-waterloop zijn:

Q=11 m3s
M =90 m
A=60m
b=3,6m

a =90-
S0=0,00082

Zoals reeds aangehaald is het moeilijk te
achterhalen welk debiet maatgevend is
voor het ontstaan van het meanderpatroon.
Voor het kontrolevoorbeeld was het gemid-
deld debiet 0,75 m3/s terwijl het debiet met
een retourperiode van 1 jaar 4,01 m3/s
was. Door verschillende simulaties uit te
voeren met telkens een ander debiet kon
besloten worden dat Q = 1.1 m3s de beste
korrelatle leverde tussen het programma en
de werkelijkheid. Om voor een willekeurige
waterloop de te gebruiken maatgevende af-
voer te kennen zou het noodzakelijk zijn
om het programma voor verschillende be-
staande meanderende waterlopen te ijken.

De belangrijkste outputvariabelen zijn:
M=924m
A=60m
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sinuositeit = 1.4

Hieruit blijkt dat voor de beschouwde wa-
terloop er een goede overeenkomst is tus-
sen de gemeten en de berekende waarden.

De meest relevante resultaten van de toe-
passing van het programma voor de her-
meandering van de Lossing worden hieron-
der opgesomd:

Input: Q=2m3Js
b =3m
a =45°
S0=0,00025

D50 = 0,000131 m (gebruikt
bij ODGAARD (1981) en de
formules van  Engeland-
Hansen (1967)).

Output: h=1,34m
M=199 m
X=129 m

Sinuositeit = 1,55

Aan de hand van deze gegevens is men in
staat om de huidige rechte waterloop aan
te passen tol een kronkelende waterloop
en wel zodanig dat de aangelegde vorm
ook min of meer de natuurlijke vorm zou
benaderen (deze natuurlijke vorm zou
slechts bereikt worden na lange tijd).

5. GEVOELIGHEIDSANALYSE VAN HET
PROGRAMMA

Om enkele algemeen geldende tendenzen
in het meanderpatroon aan te tonen werd
het programma onderworpen aan verschil-
lende loops met telkens andere randvoor-
waarden. Uit de berekende grafieken kun-
nen we het volgende besluiten:

* bij konstante taludhelling en bodem-
breedte neemt zowel de meanderboog-
lengle ais de sinuositeit toe met stijgend
debiet en met afnemende longitudinale
bodemhelling;

» bij konstante taludhelling en longitudinale
bodemhelling neemt zowel de meander-
booglengte ais de sinuositeit af met stij-
gende breedte en dalend debiet;

* bij konstante bodembreedte en longitudi-
nale bodemhelling neemt zowel de me-
anderbooglengte ais de sinuositeit toe
met groter wordende taludhelling en gro-
ter wordend debiet.

6. BESLUIT

Het hier ontwikkelde model met bijhorend
komputerprogramma biedt een oplossing
voor de dimensionering van stabiele mean-
ders. Hierbij werd uitgegaan van enkele ge-
makkelijk meetbare parameters zoals: af-
metingen van de dwarssektie, het bodem-
verhang, het debiet en de gemiddelde kor-
reldiameter van het bodemmateriaal.

Het model laat een repetitief beeld van de
meander zien wat eigenlijk vrij kunstmatig

142

LIJST VAN GEBRUIKTE SYMBOLEN

so bodemverhang 1

S, wrijvingsverhang H

U gemiddelde watersnelheid [m/s]

n Manning-n [s.m-3]

R hydraulische straal [m]

A oppervlakte van de natte sektie [m2]

P natte omtrek [m]

b breedte van de rivier op de bodem [m]

h waterhoogte [m]

a hoek tussen talud en horizontale |q

Br breedte van de waterspiegel [m]

H hoek tussen raaklijn aan de kurve en de horizontale [
halve booghoek n

2e, booghoek n

M booglengte [m]

S afstand gemeten langs de middellijn van de waterloop [m]

X golflengte [m]

R2 determinatiekoéfficiént H

Dgo gemiddelde korreldiameter [p-m]

Q debiet van de waterloop [m3's]

f friktlefaktor van Darcy-Weisbach H

g zwaartekrachtskonstante [m/s2]

rc kromtestraal overeenkomstig de waarde van (1 [m]

R kromtestraal overeenkomstig 6Q [m]

overkomt. Daarom is het noodzakelijk dat
bij de dimensionering van meanders men
de resultaten ais leidraad gebruikt eerder
dan ze letterlijk toe te passen. Uiteindelijk
zal het eindresultaat in grote mate bein-
vloed worden door de natuurlijke omstan-
digheden die plaats per plaats sterk kunnen
variéren.
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